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Prefacio
a la nueva edicion

En esta version se conservo y reforzé la orientacién de las aplicaciones a la admi-
nistracién y la economia, sin descuidar aplicaciones generales a otras dreas, tales co-
mo ciencias sociales, biolégicas y fisicas, a fin de que la obra pueda seguir siendo
dtil a una amplia gama de estudiantes.

Las aplicaciones referidas a estas dreas se han integrado por completo en el de-
sarrollo de la obra; a veces una aplicacién particular se utiliza para motivar ciertos con-
ceptos matematicos; en otros casos, determinado resultado matemaético se aplica, ya
sea de inmediato o en una seccién subsecuente, a un problema concreto, digamos, de
andlisis empresarial. Por lo general, las aplicaciones se ofrecen en estrecha cercania
con el tratamiento del concepto matematico especifico en cuestion. No obstante, cabe
aclarar que las matemadticas de esta obra se presentan inicialmente en un estilo “lim-
pio”, es decir, fuera del contexto de cualquier aplicacién particular. S6lo después de es-
tablecer cada resultado en un nivel puramente algebraico, se aplica éste a un problema
préctico.

Aunque se conservaron las caracteristicas principales del libro, que han hecho
de esta obra una de las preferidas por muchos profesores y alumnos, los cambios
mads importantes realizados son los siguientes.

e Se revisaron y actualizaron las lecturas de inicio de capitulo. En ellas se
presentan casos practicos probados en el salén de clases.

e Para que la obra tuviera una mayor unidad, ahora en fodos los capitulos se
presenta un caso prictico como lectura inicial. Una vez que se estudia el
material del mismo, la solucién del caso se presenta al término del capitu-
lo, y se concluye con algunas preguntas que tienen la finalidad de estimu-
lar el intercambio de ideas entre profesores y alumnos, asi como conducir
a un andlisis mas profundo del tema, o bien, sirven de introduccion para el
material que se estudiard en los siguientes capitulos.

PREFACIO A LA NUEVA EDICION  Xi
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* Practicamente todos los ejercicios de la seccién Problemas de repaso del
capitulo se actualizaron y, al igual que con los ejercicios de cada seccion, la
solucién de los problemas con nimero impar se incluye al final del texto.

* En varios ejercicios de la seccidon Problemas de repaso del capitulo se pre-
sentan conceptos nuevos, cuyo estudio amplia lo expuesto en el texto. Se
recomienda resolver estos problemas con la finalidad de ampliar la teoria
expuesta; sin embargo, si se omite la resolucién de éstos, se puede conti-
nuar con los siguientes temas sin mayor dificultad.

* Con base en los excelentes comentarios y observaciones de muchos usua-
rios de esta obra, se hizo una revision cuidadosa de todo el libro, con la
finalidad de enmendar las erratas de la version anterior.

Como antes, el libro estd orientado a la ensefianza de las aplicaciones y a la
utilizacion de las matemadticas mds que a las matemadticas puras. No se hace hinca-
pié en las demostraciones de los teoremas ni se da a éstas un lugar predominante en
el desarrollo del texto. Por lo regular, después de enunciar un teorema, procedemos
a ilustrarlo y a analizar su importancia con varios ejemplos, y luego se da la demos-
tracién. Las demostraciones mas dificiles se han omitido por completo.

Este relativo desinterés por los pormenores matematicos da a los estudiantes
el tiempo necesario para mejorar sus habilidades en el uso de diversas técnicas. Se-
glin nuestra experiencia, los estudiantes que aprenden a dominar las técnicas por lo
comun desarrollan una intuicién razonablemente clara del proceso, y la carencia de
un completo rigor matemadtico no constituye una grave deficiencia.

Distribucion del contenido

El libro se divide en tres partes. La Parte Uno presenta el dlgebra previa al cdlculo;
la Parte Dos, las matematicas finitas; y la Parte Tres, el cdlculo propiamente dicho.
Las partes Dos y Tres son casi totalmente independientes entres si y pueden estu-
diarse en orden distinto.

El dlgebra previa al cdlculo abarca los primeros seis capitulos del libro. En los
primeros tres de ellos presentamos un repaso bastante detallado del dlgebra de nivel
intermedio y de la solucién de ecuaciones y desigualdades en una variable. El resto
de la primera parte consta de un capitulo sobre funciones, y otro sobre exponencia-
les y logaritmos.

La parte del libro dedicada a las matematicas finitas se compone por si mis-
ma en dos partes casi independientes: el capitulo 7, sobre matemadticas financieras;
y los capitulos 8, 9 y 10 sobre matrices, determinantes y programacion lineal. El ca-
pitulo 10, dedicado a la programacién lineal, exige conocer un poco lo tratado en el
capitulo 8, pero no requiere lo referente al capitulo 9.

Los capitulos 11 al 14 tratan el cdlculo diferencial en una variable. Los prime-
ros dos temas de estos dos capitulos explican las antiderivadas y se ofrece una opcién
sobre cémo enfocar la integracién. Después de exponer el método de sustitucion, de
inmediato se presentan las tablas de integrales, de modo que el profesor que desee
pasar rdpidamente a las aplicaciones pueda hacerlo.

Por otro lado, si el profesor desea dedicar mds tiempo a las técnicas de inte-
gracion, puede posponer la seccidn sobre las tablas y tratar primero la seccién final
del capitulo 15. El segundo de estos capitulos estudia la integral definida y sus apli-
caciones al célculo de areas, andlisis gerencial y ecuaciones diferenciales.

El capitulo final constituye una introduccién al cdlculo diferencial de funcio-
nes de variables.



Seleccionando capitulos y/o secciones de capitulos en forma apropiada, el li-
bro puede adaptarse a una gran variedad de cursos. Por ejemplo, puede impartirse
adecuadamente con cursos de dlgebra superior, dlgebra y matemadticas finitas, dlge-
bra y calculo o matemadticas finitas y célculo, si se seleccionan los capitulos perti-
nentes. El siguiente diagrama ilustra la estructura del libro en cuanto a requisitos

previos de conocimientos.

ALGEBRA UNIVERSITARIA

1,2Y3
REPASO
DE ALGEBRA

4
LINEAS RECTAS

5Y6
FUNCIONES Y
GRAFICAS,
LOGARITMOS Y
EXPONENCIALES

8

MATRICES

9
DETERMINANTES

10

7
PROGRESIONES
Y MATEMATICAS
FINANCIERAS

PROGRAMACION

LINEAL

11-14
CALCULO
DIFERENCIAL
15-16 17
CALCULO FUNCIONES DE
INTEGRAL VARIAS VARIABLES

Por tltimo, queremos manifestar nuestro agradecimiento al incontable niimero
de personas que nos han hecho invaluables comentarios sobre las versiones anterio-
res del texto. Los cambios realizados en esta nueva edicion estan significativamente
influidos por esta informacién. Consideramos de gran valor las aportaciones de nues-
tros usuarios, por lo cual, reiteramos la invitacién para que nos hagan llegar sus comen-
tarios o sugerencias a la direccién de correo electrénico editorialmx@pearsoned.com
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Algebra

Algebra y algunos calculos mentales

Una compafiera nos sorprendié cuando, en una clase, nece-
sitdbamos calcular el drea de un cuadrado de 75 cm por lado
y ella de inmediato respondi6 que el drea era de 5625 cm?.
El profesor intrigado le pregunté que cdmo habia hecho la
operacion tan rdpido; a lo que ella contesté diciendo que
al 7 le sumé 1, cuyo resultado es 8, multiplicé éste (el 8)
por 7 obteniendo 56 y colocé el nimero 25 después del
56. Asi obtuvo la respuesta. Nuestra compaiera agrego
que este método lo habfa aprendido de su pap4, quien le
comentd que sé6lo servia para nimeros que terminaran en
5. El profesor se quedd pensativo probando con varios
nimeros y, después de un rato, nos explicé lo siguiente:

“Este caso, realizar una operacién con rapidez, se
puede explicar con el apoyo del dlgebra”. “Veamos —di-
jo—, para representar un nimero que termine en 5, indica-
mos con d el nimero de decenas y asi formamos el nime-
10:

10d + 5

Al elevar este nimero al cuadrado —recuerden la forma de
elevar un binomio al cuadrado—, obtenemos:

Objetivo del capitulo

CAPITULO

(10d + 5)> = 100d + 100d + 25
Si factorizamos los primeros dos términos del lado dere-
cho, cuyo factor comtn es 100d, tenemos:

(10d + 5)> = 100d(d + 1) + 25

Con esto podemos entender la ‘regla’ para elevar con rapi-
dez al cuadrado un nimero que termine en 5. Para ilustrar
el uso de esta regla, apliquémosla al ejemplo siguiente:

Elevemos (35)2.

a) Nos fijamos en el niimero de decenas, en este caso,
tres.

b) Este lo multiplicamos por el digito que es uno
mayor a él; cuatro.

¢) Formamos el nimero que inicia con el resultado
anterior, 12, y termina con 25; es decir, 1225”.

El profesor terminé comentando sobre la utilidad
del dlgebra y de todo lo que nos puede ayudar en nuestra
vida profesional.

Con ayuda de esta regla, realice las siguientes ope-
raciones:

1. 252
4. 1152

2. 652
5.7.52

3. 952
6. 1052

Este capitulo revisa las técnicas fundamentales de dlgebra. Estd dirigido a los estudiantes que,

por una u otra razones, lo necesiten para refrescar sus habilidades algebraicas basicas.

TEMARIO

FRACCIONES
EXPONENTES

S S i (Y
1
NOAOL D WN=

LOS NUMEROS REALES

EXPONENTES FRACCIONARIOS
OPERACIONES ALGEBRAICAS
FACTORIZACION

FRACCIONES ALGEBRAICAS

REPASO DEL CAPITULO



H1-1 LOS NUMEROS REALES

2 CAPITULO 1

ALGEBRA

Empezaremos dando un breve esbozo de la estructura de los nimeros reales. Los
ndmeros 1, 2, 3, etc., se denominan niimeros naturales. Si sumamos o multiplica-
mos dos niimeros naturales cualesquiera, el resultado siempre es un nimero natural.
Por ejemplo, 8 + 5 = 13y 8 X 5 = 40; la suma 13 y el producto 40 son nimeros
naturales. En cambio, si restamos o dividimos dos ndmeros naturales, el resultado
no siempre es un nimero natural. Por ejemplo, 8 — 5 = 3y 8 + 2 = 4 son niime-
ros naturales; pero 5 — 8 y 2 + 7 no son niimeros naturales. Asi, dentro del sistema
de nimeros naturales, siempre podemos sumar y multiplicar, pero no siempre pode-
mos restar o dividir.

Con la finalidad de superar la limitacién de la sustraccién, extendemos el sis-
tema de los nimeros naturales al sistema de los niimeros enteros. Los enteros in-
cluyen los nimeros naturales, los negativos de cada niimero natural y el nimero ce-
ro (0). De este modo, podemos representar el sistema de los enteros mediante

Es claro que los nimeros naturales también son enteros. Si sumamos, multiplicamos
o restamos dos enteros cualesquiera, el resultado también es un entero. Por ejemplo,
—3+8=5,(—3)5 =—15y 3 — 8= —5 son enteros. Pero atin no podemos
dividir un entero entre otro y obtener un entero como resultado. Por ejemplo, vemos
que: 8 + (—2) = —4 es un entero, pero —8 <+ 3 no lo es. Por tanto, dentro del sis-
tema de los enteros, podemos sumar, multiplicar y restar pero no siempre podemos
dividir.

Para superar la limitacién de la division, extendemos el sistema de los enteros
al sistema de los niimeros racionales. Este sistema consiste de todas las fracciones
a/b, donde a y b son enteros con b # 0.

Un nimero es racional si podemos expresarlo como la razén de dos enteros con
denominador distinto de cero. Asi §, —3, § y 6 = & son ejemplos de niimeros racio-
nales. Podemos sumar, multiplicar, restar y dividir cualesquiera dos nimeros
racionales (exceptuando la divisién entre cero)* y el resultado siempre es un niime-
ro racional. De esta manera las cuatro operaciones fundamentales de la aritmética:
adicién, multiplicacién, sustraccion y division son posibles dentro del sistema de los
ndmeros racionales.

Cuando un nimero racional se expresa como un decimal, los decimales termi-
nan o presentan un patrén que se repite indefinidamente. Por ejemplo, + = 0.25 y
% = 1.1625 corresponden a decimales que terminan, mientras que ¢ = 0.1666. . .
y 4 =0.5714285714285. . . corresponden a decimales con patrones que se repiten.

También existen algunos nimeros de uso comtin que no son racionales (es de-
cir, que no pueden expresarse como la razén de dos enteros). Por ejemplo, V2,V3
y 7 no son numeros racionales. Tales nimeros se denominan nimeros irraciona-
les. La diferencia esencial entre los nimeros racionales y los irracionales se advier-
te en sus expresiones decimales. Cuando un nimero irracional se presenta por me-

*Véase el pardgrafo final de esta seccion.



@ 1. ;Qué tipo de niimero es
cada uno de los siguientes?:
-3
a) —
2

b) (—V2)?

T
c) —
2

Respuesta a) racional, real;
b) natural, entero, racional, real;
¢) irracional, real.

dio de decimales, los decimales contindan indefinidamente sin presentar ningtin pa-
trén repetitivo. Por ejemplo, con diez cifras decimales V2 = 1.4142135623. . . y T
= 3.1415926535. . . No importa con cudntos decimales expresemos estos nimeros,
nunca presentaran un patrén repetitivo, en contraste con los patrones que ocurren en
el caso de los niimeros racionales.

El término niimero real se utiliza para indicar un nimero que es racional o
irracional. El sistema de los nimeros reales consta de todas las posibles expresiones
decimales. Aquellos decimales que terminan o se repiten corresponden a los niime-
ros racionales, mientras que los restantes corresponden a los nimeros irracionales.
- 1

Geométricamente, los nimeros reales se pueden representar por los puntos so-
bre una linea recta denominada recta numérica. Con la finalidad de hacer esto, se-
leccionemos un punto arbitrario O sobre la linea que represente al nimero cero. Los
ndmeros positivos se representan entonces por los puntos a la derecha de O y los ne-
gativos por los puntos a la izquierda de O. Si A, es un punto a la derecha de O tal
que OA, tiene longitud unitaria, entonces A, representa al nimero 1. Los enteros 2,
3,...,n,...estdn representados por los puntos A,, A,, ..., A, ..., estdn a la de-
recha de O y son tales que

OA,=20A,, OA,=30A, ..., OA =nOA,

De manera similar, si B, B,, . .., B, .. ., son los puntos a la izquierda de O tales
que las distancias OB, OB,, OB,, . . ., son iguales a las distancias OA,, OA,, . . .,
OA,, . . ., respectivamente, entonces los puntos B, B,, B, ...,B, ..., representan
a los nimeros negativos —1, =2, =3, ..., —n, ... En esta forma, todos los enteros

pueden representarse mediante puntos sobre la recta numérica. (Véase la figura 1).

N
>

A A
Il
T

o
:
0

N -
w 4
S +

1

FIGURA 1

Los nimeros racionales pueden representarse por puntos sobre la recta numé-
rica que estan situados un niimero apropiado de unidades fraccionarias a partir de
O. Por ejemplo, el nimero 5 estd representado por el punto situado cuatro unidades
y media a la derecha de O y —7 estd representado por el punto que estd situado dos
unidades y un tercio a la izquierda de O. De manera similar, todo nimero racional
puede representarse por un punto sobre la linea.

Se deduce que todo niimero irracional también puede representarse por un
punto sobre la recta numérica. En consecuencia, todos los nimeros reales, tantos los
racionales como los irracionales, pueden representarse por tales puntos. Mdas atn,
cada punto sobre la recta numérica corresponde a uno y sélo un niimero real. Debi-
do a esto, es bastante comun el uso de la palabra punto con el significado de niime-
ro real.
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Propiedades de los nimeros reales

Cuando dos niimeros reales se suman, el resultado siempre es un nimero real; de
manera similar, cuando dos nimeros reales se multiplican, también el resultado es
un ndmero real. Estas dos operaciones de adicién y multiplicacién son fundamenta-
les en el sistema de los nimeros reales y poseen ciertas propiedades que en breve
enunciaremos. Estas propiedades por si mismas parecen ser mds bien elementales,
quizds aun obvias, pero son vitales para entender las diversas manipulaciones al-
gebraicas que efectuaremos después.

PROPIEDADES CONMUTATIVAS Siay b son dos niimeros reales cualesquie-
ra, entonces,

at+tb=b+a y ab=ba

Por ejemplo, 3+7=7+3,3+(-7=(-7+3,3-7=7-3y B)(—-7)=
(=7)(3). Estas propiedades establecen que no importa el orden en el cual dos nime-
ros son sumados o multiplicados (obtenemos el mismo resultado con cualquier or-
den que sigamos). Se conocen como propiedades conmutativas de la adicion y de
la multiplicacion, respectivamente.

PROPIEDADES ASOCIATIVAS Sia, by c son tres nimeros reales cualesquiera,
entonces,

(a+b)+tc=a+b+c) y (ab)ec=a(bc)

Porejemplo, 2 +3)+7=2+B3+7)=12y(2-3):7=2-(3-7) = 42. Estas
propiedades se conocen como propiedades asociativas de la adicion y de la mul-
tiplicacién, respectivamente. Establecen que, si tres niimeros se suman (o se multi-
plican) a la vez, no importa cudles dos de ellos se sumen (o se multipliquen) en pri-
mer término. Obtenemos la misma respuesta en ambos casos.

En virtud de estas propiedades, es innecesario escribir los paréntesis en las ex-
presiones anteriores. Podemos escribir @ + b + ¢ para indicar lasumade a, by cy
abc para su producto sin ninguna ambigiiedad.

PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS Si a, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera,
entonces,

ab+c)y=ab+ac y (b+ca=ba+ca

Por ejemplo, 2(3 + 7) = 2(3) + 2(7) = 6 + 14 = 20. Esto es sin duda cierto por-
que 23+ 7)=2 - 10 =20. Por otra parte, (=2)[3 + (=7)] =(—2)3) +
(=2)(=7) = =6 + 14 = 8. Podemos evaluar la expresién dada directamente, obtenien-
do la misma respuesta: (—2)[3 + (—=7)] = (—=2)(—4) = 8.




@ 2. ;Cuiles propiedades de los
nimeros reales son utilizadas en cada
una de las siguientes igualdades?
a)2+3-4=2+4-3

b) 2+3-4=3-4+2
¢)2+B+4H)=0CB+4+2
d)2+3B+4H=4+Q2+3)

e) 3x+3x=3 +3)x

f) 3x+txy=x3+y

Respuesta a) conmutativa;

b) conmutativa;

¢) conmutativa;

d) ambas, conmutativa y asociativa;
e) distributiva;

f) ambas, distributiva y conmutativa.

La segunda forma de la propiedad distributiva en realidad se sigue de la primera,
dado que, por la propiedad conmutativa

(b+ca=alb+c) ytambién ba+ ca=ab + ac

Puesto que los segundos miembros son iguales uno a otro en virtud de la primera pro-
piedad distributiva, los lados de la izquierda deben ser iguales.

Las propiedades distributivas son particularmente importantes en los calculos al-
gebraicos. Como veremos, éstas sustentan muchas operaciones incluidas en la simplifi-
cacién de expresiones y, si se leen “hacia atrds”, esto es, de derecha a izquierda, forman
la base para los métodos de factorizaciéon. @ 2

Los ejemplos siguientes ilustran algunos usos elementales de estas propiedades de
los ntimeros reales al simplificar las expresiones algebraicas.

EJEMPLO 1

a) x(y +2) =xy+ x(2) (propiedad distributiva)
=xy + 2x (propiedad conmutativa)

b) 2x +3x =2+ 3)x (propiedad distributiva)
= 5x

c) 2(3x) =(2-3)x (propiedad asociativa)
= 6x

d) 2x)(3x) = [(2x) - 3]x (propiedad asociativa)
=[3-2x)]x (propiedad conmutativa)
=13 - 2)x]x (propiedad asociativa)
= (6x)x
= 6(x - x) (propiedad asociativa)
= 6x?

donde x? denota x - x.

Esta respuesta final pudo obtenerse agrupando los términos semejantes en el
producto original: los niimeros 2 y 3 multiplicados dan 6 y las dos x multiplicadas
dan x2. La parte siguiente ilustra este procedimiento.

e) [5(Bab)] 2a) = (5+3-2)(a - a)b = 30a%

Esta respuesta puede justificarse mediante una sucesion de pasos que emplean
las leyes asociativa y conmutativa, como en la parte d).

f)2x+ @y +x)=2x+ (x + 3y) (propiedad conmutativa)
= (2x +x) + 3y (propiedad asociativa)
=(2x + 1x) + 3y
=2+ x + 3y (propiedad distributiva)
= 3x + 3y

SECCION 1-1 LOS NUMEROS REALES 5
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g) 2x(4y + 3x) = 2x)(4y) + (2x)(3x) (propiedad distributi-
va)
=Q2dx-y)+2:3)x-x) [propiedades asocia-
tiva y conmutativa
como en la parte a)]
= 8xy + 6x?

La propiedad distributiva puede usarse en el caso en que mds de dos cantida-
des se sumen dentro de los paréntesis. Esto es,

ab+c+d)y=ab+ ac + ad

etcétera.

EJEMPLO 2

4(x + 3y + 4z) = 4x + 4(3y) + 4(4z) (propiedad distributiva)
=4x+ @4 -3)y+@-4); (propiedad asociativa)
=4x + 12y + 16z

ELEMENTOS IDENTIDAD Si g es un nimero real cualquiera, entonces,

at+0=a y a-l=a

Es decir, si 0 se suma a a, el resultado atin es a y si a se multiplica por 1, el resul-
tado de nuevo es a. Por esta razén, los nimeros 0 y 1 a menudo se conocen como
elementos identidad para la adicion y la multiplicacidn, respectivamente, porque
no alteran nimero alguno bajo sus respectivas operaciones.

INVERSOS Si a es un nimero real arbitrario, entonces existe un tnico nimero
real denominado el negativo de a (denotado por —a) tal que

a+(—a)=0

Si a no es cero, entonces también existe un tinico nimero real denominado el reci-
proco de a (denotado por a~!) tal que

Observe la similitud entre las dos definiciones: cuando —a se suma a a, el resulta-
do es el elemento identidad para la adicién y cuando a~' se multiplica por a, el re-
sultado es el elemento identidad para la multiplicacién. A menudo nos referiremos
a —a como el inverso aditivo de @ y a ! como el inverso multiplicativo de a.
(Algunas veces a~! se denomina simplemente inverso de a).




@ 3. ;Cuales propiedades de los
ndmeros reales se utilizan en cada
una de las igualdades siguientes?
a) x+3x=1x+3x=
(1 +3)x=4x
by 2+DH+(-1H=2+
[I+(=D]=2+0=2
0 3-4=1

Respuesta a) propiedad del ele-
mento idéntico multiplicativo

y propiedad distributiva;

b) propiedad asociativa, inverso
aditivo y neutro aditivo;

¢) idéntico multiplicativo y defini-
cién de %

EJEMPLO 3

a) El inverso aditivo de 3 es —3 dado que 3 + (—3) = 0. El inverso aditivo
de —3 es 3 puesto que (—3) + 3 = 0. Como el inverso aditivo de —3 se denota por
—(—3), se sigue que —(—3) = 3. En realidad, un resultado correspondiente vale pa-
ra cualquier nimero real a:

—(—a)=a

b) El inverso multiplicativo de 3 es 37! dado que 3 - 37! = 1. El inverso mul-
tiplicativo de 37! serfa denotado por (37!')~! y estarfa definido por el requerimiento
de que 37"+ (37")"! = 1. Pero dado que 37! - 3 = 1, se sigue que (371)~! es igual
a3.

De nuevo este resultado puede generalizarse para cualquier nimero real a dis-
tinto de cero:

(@ 'l=a

(El inverso del inverso de a es igual a a).

Una vez que hemos definido los inversos aditivo y multiplicativo de a, po-
demos definir lo que entenderemos por las operaciones de sustraccion 'y division.
Definimos a — b como el nimero a + (—b), es decir, @ mas el negativo de b. De
manera similar, definimos a +~ b como el nimero ab™!, es decir, @ multiplicado por
el reciproco de b. La expresion a + b estd definida sélo cuando b # 0. También se
indica por la fraccién a/b y tenemos que

Definicién de %; = ab! (1)

De aqui, la fraccion 1/b significa lo mismo que el inverso multiplicativo b~!. Por
ejemplo, 37! = 4. Por tanto, se sigue de la ecuacién (1) que

dadoqueb™'=1/b. @& 3
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EJEMPLO 4
-1
a) T 7<l> (Ecuacién (1), cona =7y b = %)
€ 3
=73 H1=73) =21

Este resultado se extiende a cualesquiera pares de nimeros reales a y b (b # 0):

a

= ab
b ¢
b) Para cualquier nimero real, (—1)b = —b. Esto se debe a que
b+(—=Db=1-b+ (—1b
=[1+(=Dlb (propiedad distributiva)

=0:-b=0
Por tanto, (—1)b debe ser el inverso aditivo de b, es decir —b.

¢) a(=b) =a[(—=1)/b] [por la parte b)]
= (—1)(ab) (usando las propiedades asociativa y conmutativa)
=—(ab)

Por ejemplo, 3(=7) = —(3 - 7) = =21

d) 3(x — 2y) =3[x + (—2y)] (definicion de sustraccion)
= 3x + 3(—2y) (propiedad distributiva)
= 3x — [3(2y)] [de 1a parte c)]
=3x —[(3-2)y] (propiedad asociativa)
= 3x — 6y

En general, la propiedad distributiva se extiende a expresiones con signos negativos.
Por ejemplo,

alb —c¢) =ab — ac

De esa manera podemos resolver este ejemplo en forma directa.

3(x — 2y) = 3x — 3(2y) = 3x — 6y

Observe que cuando una expresién dentro de paréntesis debe multiplicarse
por una cantidad negativa, todo término dentro del paréntesis cambia de signo.

—(@+b)y=(-Da+b)=(-Da+(—Db=-a—0>
EJEMPLO 5
—2(x = 3y) = (=2)x = (=2)3y)
= —2x+ 6y

Note que tanto x como —3y que estdn dentro de los paréntesis cambian de signo,
quedando como —2x y +6y, respectivamente.




@ 4. ;Estdn definidas las expre- Observacion sobre la divisién entre cero. La afirmacién a/b = c es cierta

siones siguientes?

si y s6lo si la proposicién inversa a = b * ¢ es valida. Consideremos una fraccién en

a) a la cual el denominador b es cero, tal como 3. Esta no puede ser igual a ningtin ni-

b+ (3b — 4D) mero real ¢ porque la afirmacién inversa 3 = 0 * ¢ no puede ser vélida para ningin

real c. Por tanto % no esta bien definido. Asimismo, % no es un numero real bien de-

b) b+ @3b—4b) finido porque la proposicién inversa 0 = O + ¢ es vdlida para cada nimero real c.

a Asi, concluimos que cualquier fraccién con denominador cero no es un nimero real

Respuesta a) no; bien definido o, en forma equivalente, que la divisién entre cero es una operacién
b) si, siempre y cuando a # 0 que carece de sentido. Por ejemplo, x/x = 1 es cierto s6lo si x # 0. @ 4

I cjcrCicios 1-1

1. Establezca si cada una de las siguientes igualdades es vélida
0 no. Reemplace cada proposicion falsa por una que sea co-
rrecta.

a) 3x + 4x ="Tx b) (3x)(4x) = Tx
c) 2(5—4y) =10 — 4y

d) —(x+y) = —x+y

e) Sx —2—-3x)=2x—-2

f) 5—2x=3

g) —3(x—2y) = —3x— 6y

h) (—a)(=b)(—¢) + (=d) = —(abc + d)

i) a+~b+c)=(ac)+b
Da-0b-—c=@+c)—0>

k) (=0)(=y) = —xy

b =5 =%

0 .
m) T 0 para todos los nimeros reales x

(2-60) Simplifique las siguientes expresiones.

2.5—(-3) 3. -7-(-3)
4. 5(—3) 5. (=3)(=7)

6. 8+ (—2) 7. (=9) = (=3)
8. —2-6) 9. —(—4—3)
10. (3)(—=2)(—4) 11. (=5)(—=3)(-2)
12. 3(1 — 4) 13. 2(—2 — 3)

14. —2(—4 - 2) 15. —4(3 — 6)

16.
18.
20.
22,
24.
26.
28.
30.
32.
34.
36.
38.
40.
42.
44,
46.
47.
49.
51.
53.
54.
56.
58.
60.

-6—-2(-3-2)

42x + 2)

3(4z — 2x)

—(—x—3)

2(—x — 3)

—4(x — 6)

—x(—y—6)

3y + 4(x + 2y)

—4x — 23z — 2x)

3(y — 2x) — 2(2x — 2y)

48z — 2t) — 3(—t — 42)
(=0)(=y)(—2)
(=0(=2 — 32)
(=37p)29)q — p)
203y -4

17. 3(x + 2y)

19. 22x — y)

2. —(x — 6)

23. 3(x — 4)

25. —2(—x — 2)

27. —x(y — 6)

29. 2(x — y) + 4x

31. -2z —3(x — 22)

33 (xty +4x—y)
35. 5(7x — 2y) — 43y — 2x)
37. x(—y)(—2)

39. (—2)(—x)(x + 3)

41. 2(—a)(3 — a)

43. x(—=2)(—x — 4)

45. —x(x —2) + 2(x — 1)

—2(=30)(=2y + 1) = (=y)(4 — 5x)

2x+5—2x+2)

2 —y) —x

42 + 1) — 3]
x[=3(—4 +5) + 3]
42 — 5) — 2(1 — 2x)]
x1Q2x—=1)

(—3x)71(6 + 2x)
(=xy)~'(2x = 3y)

48. 3x —t—2(x — 1)
50. 4x(x +y) — 2
52. x[3(x —2) — 2x + 1]

55. x ' (x +2)
57. (—2x)"'Bx — 1)
59. () (x +y)

SECCION 1-1 LOS NUMEROS REALES 9



B 1-2 FRACCIONES

2
@ 5. Evalie a) ?%
x 7
b33

14 7
Respuesta a) 9 b) 1—)(;

10 cAPiTULO 1 ALGEBRA

En la seccién 1-1, vimos que la fraccién a/b estd definida como el producto de a y
el inverso de b:

a
=ab!

b b #0)

En particular,

1
[
b b

Con base en la definicién anterior es posible deducir todas las propiedades que se
usan al manejar fracciones. En esta seccidon nos detendremos un poco a examinar es-
te tipo de operaciones.*

Multiplicacién de fracciones

El producto de dos fracciones se obtiene multiplicando en primer término los dos
numeradores y luego los dos denominadores.

K

EJEMPLO 1

Divisién de fracciones

Con el propésito de dividir una fraccion entre otra, la segunda fraccién se invierte y
después se multiplica por la primera. En otras palabras,

-

*Las demostraciones de las propiedades que aparecen en recuadros se dan como una serie de teoremas al
final de esta seccion.



EJEMPLO 2

@ 6. Evalde
2 3 x 7 (Es decir, el reciproco de cualquier fraccién se obtiene intercambiando el numera-

a3+ 5 b5 +3 dor y el denominador de la fraccién). @ 6

En vista de este dltimo resultado, podemos reescribir la regla anterior para la
divisién: para dividir entre una fraccion, debe multiplicar por su reciproco.
Cancelacion de factores comunes

El numerador y el denominador de cualquier fraccién pueden multiplicarse o divi-
dirse por un nimero real cualquiera distinto de cero, sin alterar el valor de la frac-

cion.
a ac
b be (c #0)
EJEMPLO 3
a 2a
@ 3 =5,
3 6 9 —-12
®5=T0=15"=20""""
S5x 10x2
(c) 6 = 12x (con tal que x # 0)

Esta propiedad de las fracciones puede usarse con la finalidad de reducir una
fraccién a su minima expresion, lo que significa dividir el numerador y el denomi-
nador entre todos los factores comunes. (Esto se llama también simplificacion de la

4 .z
Respuesta a) 9 b)% fraccion).

SECCION 1-2 FRACCIONES 11



@ 7. Evalde

2 15

5
Respuesta a) X

12 capiTULO 1

X
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3x

8y
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EJEMPLO 4

)0 _ 2-5-7 _ 2-5-7 _ 5
@) g4 2.2.3.7 Z .3.7/ 2:3

Observe que tanto el numerador como el denominador se escriben primero en tér-
minos de sus factores primos y, luego, el numerador y el denominador se dividen
entre aquellos factores que son comunes a ambos nimeros, como el 2 y el 7. (Este
proceso algunas veces se denomina cancelacion).

) 6xy  2-3-x-x-y Z3xx2/ _ 3x
)8xy2_2-2-2-x-y-y_Z-Z-Z-f-y-%_ély

(xy # 0)

En este ejemplo, el numerador y el denominador fueron divididos entre 2xy en la
simplificacion.

2xx(x+ 1)  x
c) —4y(x+l)_2y x+1#0)

Aqui el factor comin 2(x + 1) fue cancelado del numerador y del denominador.
- 7
Adicién y sustraccién de fracciones

Cuando dos fracciones tienen un comin denominador, pueden sumarse simplemen-
te sumando sus numeradores.

a b _ a+b

- 4+ — =

C Cc &
Una regla similar se aplica a la sustraccion:

a b _a—-b

C Cc &

EJEMPLO 5
S 1 _s+1_ 164
DNt RT T T1273
S 2> _3=-5_-2__1
)2x 2x  2x  2x  x

(Note la cancelacion de factores comunes al llegar a las respuestas finales).

Cuando dos fracciones con denominadores distintos deben sumarse o restar-
se, las fracciones deben en primer lugar reescribirse con el mismo denominador.




@ 8. En cada caso, jcudl es mini-
mo comun denominador?

1

2 5
a3Ye D) zxy}’g

Respuesta a) 6; b) 8xy

EJEMPLO 6 Simplifique:

5 1 5 3
D672 P62
Solucion
L. 1 13 3 . .
a) Podemos escribir 5= ﬁ =% Entonces ambas fracciones tienen el

mismo denominador, de modo que podemos sumarlas.

5 3 5+3 8 4
672676 6 "6 3

b) En la parte a), multiplicamos el numerador y el denominador de 3 por 3
para obtener un denominador igual al de la otra fraccidn. En esta parte, ambas frac-
ciones deben modificarse para que tengan un factor comun. Escribimos

5_10 3_9
6 12 Y 412

Por tanto,

5. 3_10 9 _10-9_1

6 4 12 12 12 12

En general, cuando sumamos o restamos fracciones con denominadores dife-
rentes, primero reemplazamos cada fraccién por una equivalente que tenga un de-
nominador comin. Con el propdsito de mantener los nimeros tan pequefios como
sea posible, elegimos el mas pequefio de tales denominadores comunes, denomina-
do el minimo comin denominador (m.c.d.). Adn obtendriamos la respuesta
correcta utilizando un denominador comin mds grande, pero es preferible usar el
minimo denominador posible. Por ejemplo, en la parte ») del ejemplo 6, pudimos
emplear 24 como un denominador comtin:

5 3_20 18 _20—-18 _ 2 _ 1

6 4 24 24 24 24 12
La respuesta final es la misma, pero habriamos tenido que trabajar con nimeros mas
grandes.

Para calcular el m.c.d. de dos o mas fracciones, los denominadores deben es-
cribirse en términos de sus factores primos. El m.c.d. se forma entonces tomando to-
dos los factores primos que aparezcan en cualquiera de los denominadores. Cada
uno de tales denominadores debe incluirse tantas veces como ocurra en cualquiera de
los denominadores. Por ejemplo, el m.c.d. de 2 y 3, se encuentra escribiendo los
denominadores en la forma 6 = 2 -3y 4 = 2 - 2. Los factores primos que ocurren
son 2y 3, pero 2 aparece dos veces en un denominador. De modo que el m.c.d. es
2-2-3=12.

Como un segundo ejemplo, consideremos el m.c.d. de 5/12x y 7/10x2y. Es-
cribimos

2x=2+2+3-x y 10x%y=2-5x-x"y
Tomando cada factor el mayor nimero de veces que aparezca, tenemos que

mcd. =2:2:3-5-x-x-y=60xy @ 8

SECCION 1-2 FRACCIONES 13



EJEMPLO 7 Simplifique:

X3y 1 1 a, b
D gty P)ox "% Vet
4a N 1 3
9 b €) 3x (?))c2 4xy
5b ——
3
Solucion
a) El m.c.d. es 12
X _2x 3y _ 3Gy _ 9%
6 12 Y 47 12 T2
Por tanto,
x 3y 2x 9  2x+9y
6T dA TR T12T T 12
b) El m.c.d. en este caso es 18x, de modo que
1 _ 2 1_3x
ox  18x Y 6 18
Entonces,
1o1_2 3 _2-%
9x 6 18x 18x ~ 18x
c¢) Elm.cd. es cd
@ 9. Evalde y simplifique
2 5 X Tx a b ad  bc ad + bc
a)3 4’ )2y 8y c+d cd+cd cd -9

d) Aqui tenemos una fraccion cuyo denominador a su vez incluye una frac-

cién. Primero simplificamos el denominador:

b_15b—b _ 14b

Sb-3=773 3

Entonces la expresion dada es
4a 14b \-1 3 6a
B 40(7) B 4“(%) =7

14b/3
e) Primero simplificamos la expresién que se encuentra entre paréntesis. El
minimo comuin denominador es 12x%y.

9x 4y — 9%
To12xYy

1 3 _ 4
dxy  12x%y  12x%y

3x n
3x2

2
Respuesta a) %; b) — 8y

14 cApiTULO 1 ALGEBRA



Por tanto la expresion dada es igual a

T 1 4y —9x 4y — 9%

Ay = 4y —9x\  3x  12x% 3627y
N 12x2y

(endonde x* = x -+ x2=x"*x* x).

Demostraciones de los teoremas

Concluimos esta seccién demostrando las propiedades basicas de las fracciones que
hemos utilizado en los ejemplos anteriores.

TEOREMA 1

DEMOSTRACION  Por definicién, (%) =bly (%) = d~!, de modo que

Como,

b 'd Y (bd) =bB"1b)-d'd) (usando las propiedades asociativa y
conmutativa)

Por tanto, b~! d~! debe ser el inverso multiplicativo de db, es decir,

1
-1 J-1 — —
b='d bd
como se requeria.
Observacion Este resultado puede reescribirse en la forma (bd)™! = b~'d~!.

TEOREMA 2

DEMOSTRACION

y también

SECCION 1-2 FRACCIONES 15
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Por tanto, usando las propiedades conmutativa y asociativa, podemos escribir

al(e)_ (L), (1) _ 1.1
b)\a) =~ Ub) \a) =" \b 4
= ac (b_1d> (por el teorema 1)

ac

~ bd

como se pedia.

TEOREMA 3

ayi_b
b a
DEMOSTRACION Por definicién, a/b = ab™!. Por tanto, por el teorema 1,

a

ayt_ -1 = 4-1(p—1)-1
(b) (ab™1) a '(b—H~ L
Pero (b~1)~! = b, de modo que

ayvt_ oy —1:£
(b) a'b = ba P

como se requerfa.

TEOREMA 4

(5] (6= (5)-(

DEMOSTRACION Por definicién, x = y = xy~!. Por tanto, tenemos las igualda-

des:
a\ . (c\_(a) (c\1_(a) (4 1 3
y 1 g =) g _b-c(poreteorema)
TEOREMA 5
a _ ac
b be (c#0)

DEMOSTRACION  Para cualquier ¢ # 0, la fraccién ¢/c = 1, puesto que, por de-
finicién ¢/c = cc™!. Por tanto, por el teorema 2,

ac _(a) (g4, -4
be  \b c)] b b

como se pedia.



TEOREMA 6

DEMOSTRACION  Por definicién,

Por tanto,

b
L4 Z=ac+be ' = (a + b)c!
c ¢

a+b
c

como se requerfa.

a_ - b_
. ac y 2 bc

(por la propiedad distributiva)

I £)ERCICIOS 1-2

1. Establezca si cada una de las igualdades siguientes es vélida
o no. Reemplace cada proposicién falsa por una verdadera.

3.4 7
a) —+—=—

X X X

X X X
P3*tyT7

£+£_a+c
Oyt d b+

b
a c e ace
MZ“b“ﬁ:z7

e) (%—5)—

., 6 8 6-9+7-8
1)7 9~ 7.9

o 1+2+3+4+5 |
V2% 4v6+8+10 2

(2-58) Evalde cada una de las siguientes expresiones. Escriba
las respuestas en los términos mds simples.

SN
e e
8. 7x? (%) 9. (—z—i) —5xy)
o (-l
12.%+(%-8 13.(% %) 27_0
14. (%) + (%) 15. (2x0) + (35&)
16.4+(%) . (%)‘(%)
(ol (5]
20. 8xy + (% : g—);) 21. 62 = (4— 37y2

SECCION 1-2 FRACCIONES 17



8. 1) s 3L x). 2 a _,la b x_ 2\ (6
22'(9:'3st) 4 23. (4xy'y> 9 4“3 2<b 2a) 45. (2+x)'<x>
1 1 1 2 11
N = - B N
24'<x 2) Z 25( 4t) 3 9 " 6xy) T \3xy 571275
2 1 7 1
26 2o (2.4 gy 20 (2 2 48-(§+ﬁ)'(ﬁ+z)
"7 T \27 % 3 a3
1 1 1 1 1_1 842
N T 2 3 5 3
28. 6 2 29. 10 + 5 49.1 : 50. .
its3 2+7
4x X 1 1
30.?—W 31';+2_x 1 1 \
X X y 1 51-? T 52. .
32.5+3 3.+ 5 11 §
) 2 11
a a a a - 4 -
% 2w 356 o 53— 54, 203
15y — 2 e
7 .3 3y 1 3 4y Sy
36.6—+—2 37. 102 6x
o L G0 22)5) &
Xy X,y z s5, W32I\S ) s6, ~24/ 13 84
38. = 39. = + b >
p rq y z X 2h + — 4p + £
15 12
x y x?
40. = — = 41. o +4
y X 3y y 57.£+2i+ £+£+l
b 3b 8 9) 4
1 2 X 1 2 X
42-€+(;+§) 43-3—(;—5) 58.(ﬂ)+(3>+£—3—x
6 3 6) 4

B 1-3 EXPONENTES

Si m es un entero positivo, entonces a™ (1éase a a la potencia m o la m-ésima po-
tencia de a) se define como el producto de m factores a multiplicados a la vez. Por
lo que

En este producto, el factor a aparece m veces. Por ejemplo,

(cuatro factores de 2)

24
5 243 (cinco factores de 3)

2:2:2:2=1
3 3-3:3-3

-3

I o

En la expresién a”, m se llama la potencia o exponente y a la base. Asi en 2* (la
cuarta potencia de 2), 2 es la base y 4 es la potencia o exponente; en 3°, 3 es la ba-
se y 5 el exponente. Esta definicion de a™ cuando el exponente es un entero positi-
vo es vdlida para todos los valores reales de a.

Observe el patrén en la tabla 1, en la cual se dan varias potencias de 5 en or-
den decreciente. Tratemos de completar la tabla. Notemos que cada vez que el ex-
ponente disminuye en 1, el nimero de la derecha se divide entre 5.

18 cAPiTULO 1 ALGEBRA



@ 10. Evalde

a) (=% b) (=73

Respuesta a) 1;

b) 2% = -8

Esto sugiere que la tabla se completaria continuando la divisién entre 5 con cada re-
duccién del exponente. De esta manera, llegamos a las igualdades siguientes:

TABLA 1

54 625
53 125
52 25
51

50

5-1
5-2
5-3
5-4

Este patrén en forma natural nos conduce a la definicién siguiente de a™ en el caso
de que el exponente m sea cero o un nimero negativo.

DEFINICION  Sia # 0, entonces a° = 1 y si m es un entero positivo cualquiera
(de modo que —m es un entero negativo),

1

a*'"ZW

Por ejemplo, 4° =1, (%)0 =1, (=5 = 1, etc. Asimismo,

3*4:—:— y (2)*5: :—:—L

« 10
(=29 -32 32

De estas definiciones, es posible establecer una serie de propiedades denomi-
nadas las leyes de los exponentes, las cuales se enuncian a continuacion.

Propiedad 1

am . an — am+n

Esto es, cuando dos potencias de una base comiin se multiplican, el resulta-
do es igual a la base elevada a la suma de los dos exponentes. Este resultado vale
para cualquier nimero real a, excepto en el caso de que m o n sea negativo, reque-
rimos que a # 0.

EJEMPLO 1
a) 5%+ 53 = 5243 = 55

Podemos verificar que esto sea correcto desarrollando las dos potencias del producto.

52:53=(5-5-(5-5-5=5-5-5-5-5=5

SECCION 1-3 EXPONENTES 19



@ 11. Simplifique
Q#4735 by xtx 0.

Respuesta a) %6; b) 1

@ 12. Simplifique
a) 33 +37% b)xt+ (x0-xP)

Respuesta a) 3° = 243; b) 18

@ 13. Simplifique
@) 3 @)% b+ )7

Respuesta a) 37! = %; b) x’

20 CAPITULO 1 ALGEBRA

b) x5+ x73 = x5 = »2
De nuevo, podemos verificar este resultado desarrollando las dos potencias.

1
5. 3 = e xeXxX X = . =x @
XX (X X*X*X X)( . ')C) XX X ¢ 11

Propiedad 2

am

= gnn
a

(a # 0)

Esto es, cuando una potencia se divide entre otra con la misma base, el resultado
es igual a la base elevada a un exponente que es la diferencia del exponente que es-
td en el numerador y el exponente del denominador.

EJEMPLO 2

7
o) I =5=5

b) % = 43-(-2) = 43+2 = 45
-2 -2
05 =Sr=31=30
2. 4 2-4
d) 2 _); = );73 =P =xl=x @ 12
X
Propiedad 3
(amr = a™  (a # 0sim o n es negativo o cero)

Es decir, una potencia elevada a una potencia es igual a la base elevada al produc-
to de los dos exponentes.

EJEMPLO 3
a) (33)2 — 33~2 — 36
Podemos comprobar que esto es correcto, dado que

(33)2 — 33 . 33 — 33+3 — 36

b) (472)~% = 424 = 48
€) X2 =25 xCDED = x50 2 = 542 = 47

d (x2)—2 x@1(=2) x4
) (x2)72 x4

e) L = (x_P)_l = x(_P)(_l) = xP
X P

= 44 = o8

@ 13




En una expresion, tal como 3¢, la base es ¢, no 3c. Si necesitamos que la base

sea 3¢, debemos encerrarla entre paréntesis y escribir (3¢)’. Por ejemplo 3 - 23 = 3 -
8 = 24, no es lo mismo que (3 - 2)? = 6% = 216. Para el caso de que la base es un

producto, tenemos la propiedad siguiente.

Propiedad 4
(aby™ = amb™ (ab # 0sim = 0)
@ 14. Evalie
a)2- 2y (@228 Esto es, el producto de dos niimeros elevados a la m-ésima potencia es igual al pro-
b)3-272y(3-2)2 ducto de las m-ésimas potencias de los dos niimeros. & 14
EJEMPLO 4
a) 6= (2-3)*=24.34
b) (%) = (x2)y* = xby*
C) (3azb*3)2 = 32(a2)2(b*3)2 = 904b*6
)2 x2007 _xTy Xy e — 6y
Respuesta a) 16y 64; b)%y% d) (x2y)~4 - (x2) 4y - x~8y~4 T8 y =X y =Xy
Propiedad 5

(%)’%Z—: (b#0ya+0sim=0)

Es decir, el cociente de dos niimeros elevados a la m-ésima potencia es igual al co-

ciente de las m-ésimas potencias de tales niimeros.

EJEMPLO 5

@ 15. Simplifique 3\ 34 x\s X

= = = b bl = 2 —= 4y5y—5
a) 3% - (3x)~2 @) (2) 24 ) y y Y
Eal PP y |2 y? y? Cay _

g (2) e © x3<§ =R TR T Y= e s
EJEMPLO 6 Simplifique las expresiones siguientes, eliminando paréntesis y ex-
ponentes negativos.

5 —2)2

a) 1 py W ¢) ¥(2x — 3x7?)

3 X7 (x23)3
Respuesta a) —; b) 4x* x4y
x d) (x! 4y H! &) ———=—

(xy)

Solucion
@ = @ = a5x5—(—7) = a5x12
x77 X~

SECCION 1-3 EXPONENTES 21



@ 16. Seria incorrecto por
completo en el ejemplo 6d)

si hubiésemos escrito

(_xfl + yfl)fl — (xfl)fl +
(y™H7! = x + y. (Puede ver por
qué esto es incorrecto? Pruebe
dando dos valores para x y y, tales
como 2y 4.

(X_2)2 _ x(—2)(2) _ x—4 1

(x223)3 (X2)3(Z3)3 X6Z9 xlOZ9

Note que si deseamos evitar exponentes negativos, ambos factores deben dejarse en
el denominador.

c) ¥*(2x — 3x72) = x*(2x) — x*(3x7?)
= 24t — 3x42

= 2x°— 3x2

d) Primero debemos simplificar la expresion dentro de los paréntesis. El
denominador comtn es xy.
1 1
x71+yfl:_+_zl+i:y+x
X Yy xy xy xy
Ahora recordando que el reciproco de una fraccién se obtiene intercambian-
do el numerador y el denominador. De modo que

+x\! X
(X71 + y,1)71 — (y .X') = Y
xy y + x
x4+ y71 x4+ y71 -1 -1
g X x _ y _ L, 1l_,.,
(xy) X7y X7y Xy Yy X
Solucion alterna
xtHytt -1
= Py exy
(xy)
=xlexy+yloxy (propiedad distributiva)

=ly+l-x=y+x @ 16

I £)ERCICIOS 1-3

(1-61) Simplifique las expresiones siguientes. No use paréntesis 19, (xy%z%)~!(xyz)? 20. (x*pg>)*(xpH)~!
ni exponentes negativos en la respuesta final.

1. (252 2.
3. (@®) 4.
5. (—x%)° 6.
7. y2 ey’ 8.
9. a*+a>> 10.
11. (3x)%x~7 12.
13. (2x)2(2x~")3 14.
15. (x%yz)3(xy)* 16.
17. (x2y)2 18.

22 CAPITULO 1
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242 (3%)?
(34 21 2.
)ﬁt 5 _
( )5 , 23. (%) ’ + 374 24. (%)3 + 572
(=»)
e 2. 2 pr
b2 p° f 2)3 ’ -8
z

P (a2 (b7)?
7(4)6 ) 29, e 30. O
By (y*2)? (—x3) (—y~1)-3

31. —— 32, ———F—
(ab=3)! (—x)73 (=)



33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

(%y) 3
(xy)?
(—2xy)’
X3y
(=3x)?
352

(2a~'b2)?
(a’b)’

X2t — 2x)

2x(x> +3x71)

X*Q2x2—x —3x7?

Q71+ x)!

34.

36.

38.

40.

42.

44.

46.

48.

2x73(x5 — 3x* + x)

[(2o~" + 2y~

(ab=2)~! 49. (xy)'(x7 P+ yH7! 50. (a 2+ b 2)!
a ?b™!
7 3 3 \2 6 \-1 2
—ab%)! sL) (=) + (= 52 x| - (=
Car B G =)
a2bc
3y 2 5 2
- 53. 2L 54, > —
% 10x3  15xy 12x73  15x72
— 222y
1 1 1 1
3y 55. 56. -
7(_(/v3x2§22)2 2x72  3x72 4y=4 3y~
3 4 6 x3 X
St — 57, [22) + [+ = 58 S —— =
> ) ( 4 ) (x y3) 8 4x 66X
3x2(x* + 2x73) )
59. y=3( 2xy + x7> 60. (2 )+ [+ —1_—)
3y? X 2 5x7?

B 1-4 EXPONENTES FRACCIONARIOS

Hemos definido a™ cuando m es cualquier entero, ahora extenderemos la definicion
al caso en que m es un nimero racional arbitrario. Nos gustaria hacer esta extension
en tal forma que las propiedades 1 a 5 de la seccién 1-3 contintien siendo vdlidas,
aun en el caso de que m y n no sean enteros.

En primer término, consideraremos la definicién de a'/” cuando 7 es un ente-
ro distinto de cero. Para que la propiedad 3 contindie vigente cuando m = 1/n, de-
be ser vélido que

(al/n)n — a(l/n)n — Cll =aq
De este modo, si hacemos b = a!/”, es necesario que b" = a.

EJEMPLO 1
a) 813 =2yaque?2’ =38
b) (—243)!/5 = =3 yaque (—3)’ = —243

En el caso de que n sea un entero par, surgen dos dificultades con esta defini-
cién de a'/". Por ejemplo, sean = 2'y a = 4. Entonces, b = 4!/2si b? = 4. Pero hay
dos nimeros cuyo cuadrado es igual a 4, es decir, b = 2y b = —2. De modo que
necesitamos decidir qué entenderemos cuando escribamos b = 4!/2, En realidad,
definiremos 4'/2 como +2.

En segundo lugar, suponga que a es negativo. En tal caso, b = a'/2? si b* = a.
Sin embargo, el cuadrado de cualquier nimero negativo (positivo, negativo o cero)
nunca es negativo. Por ejemplo, 4> = 16 y (—3)> = 9, y ambos son positivos. En
consecuencia b% nunca es negativo para cualquier nimero real b, de modo que cuan-
do a < 0, a'/? no existe en los nimeros reales. Asi, (—1)!/2 0 (—%)!/? carecen de
sentido como nimeros reales. Adoptaremos la siguiente definicion.
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@ 17. Evalde lo siguiente,
si existen: a) (—27)!/3

b) 64/ ) V=32
d) (—i)* &) V=729
HV=1

Respuesta a) -3; b)2; c¢)-2;d)

y e) no existen; f) —1

24 CAPITULO 1 ALGEBRA

DEFINICION  Si n es un entero positivo par (tal como 2,4 0 6) y si a es un nime-
ro real no negativo, entonces se dice que b es la n-ésima raiz principal de a si " =
ay b = 0. Asi, la n-ésima raiz de a es el nimero no negativo el cual, al elevarse a
la n-ésima potencia, da el nimero a. Denotamos la n-ésima raiz principal por b =
a'/r,

Si n es un entero positivo impar (tal como 1, 3 0 5) y si a es un nimero real
cualquiera, entonces b es la n-ésima raiz de a si b" = a, expresada una vez mas co-
mo a'/". Es decir,

b=a"sib*=a; b=0sinespar

Las raices impares estdn definidas para todos los nimeros reales a, pero las raices
pares sdlo estdn definidas cuando a no es negativo.

EJEMPLO 2
a) 32'/5 = 2 porque 25 = 32
b) (—=216)!/3 = —6 ya que (—6)* = —216
c) 161/* =2 porque 2 =16 y2 >0
d) (729)1/¢ =3 yaque3°=729y3>0
e) 1'/7 = 1 para todo entero positivo n, porque 1" = 1

f) (=1)1/» = —1 para todo entero positivo impar 7, debido a que (—1)* = —1
cuando n es impar.

g) (—81)!/4 no existe, porque los ndimeros negativos sélo tienen raices n-ési-
mas cuando n es impar.

El simbolo V/a también se utiliza en vez de a'/". El simbolo V" se denomina
signo radical y \/a a menudo se llama radical. Cuando n = 2, a'/? se denota sim-
plemente por Va més bien que por V/a: se llama la raiz cuadrada de a. También,
Va = a'/? es la tercera raiz de a, por lo regular se le llama raiz ctbica, Va = a'/*
es la raiz cuarta de a, etc. Los resultados en el ejemplo 2 pueden volverse a formu-
lar utilizando esta notacion:

a) V32=2, b V-216=-6; ¢ VI6=2
d) V729 = 3, e Vi=1 para n un entero positivo
1) V-1=-1 para n un entero positivo impar

g) V=81 no existe & 17

Ahora estamos en posicion de definir @”/* para un exponente racional m/n.



DEFINICION  Sea n un enero positivo, m un entero distinto de cero y @ un niime-
ro real. Entonces,

am/n — (al/n)m

Es decir, la (m/n)-ésima potencia de a es la m-ésima potencia de la raiz n-ésima de a.
Observacion Si n es par, a no debe ser negativo. Si m es negativo, a no de-
be ser cero.

EJEMPLO 3
a) 932 = (912} = 33 =27
b) 4712 = (412571 =271 =1
©) 1673/4 = (16493 =23 =1

De la parte b) del ejemplo 3, podemos generalizar el resultado siguiente:

1

a—l/n = —
a

Esto se sigue dado que

1
—1/n = I/my—1 —
e

TEOREMA Si a™/" existe, entonces,

am/n = (am)l/n

Es decir, la (m/n)-ésima potencia de a es igual a la raiz n-ésima de la m-ésima po-
tencia de a.

Este teorema, el cual no probaremos, ofrece un método alternativo de calcu-
lar cualquier potencia fraccionaria.

EJEMPLO 4
a) 16¥/4 = (161/4 = 2 = 8,0 16¥/4 = (16%)1/* = (4096)"/* = 8
b) 362 = (36!/2) = 6° = 216, 0 36%/2 = (36%)!/? = (46,656)"/2 = 216

Observacién Sim/n no estd en su minima expresion, entonces (a™)!/" puede
existir mientras que a™/" no. Por ejemplo, seam = 2, n = 4 y a = —9. Entonces,

(am)l/n = [(_9)2]1/4 — 811/4 =3

pero a/" = (—9)¥* = [(—9)Y/*]2 no existe.
Segtin los ejemplos 3 y 4, es claro que cuando evaluamos a™, es mds facil extraer
la raiz n-ésima primero y después elevar a la m-ésima potencia; de esa manera
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@ 18. Simplifique a) 3'/3 - 32/3
b) 31/3 . (32/3)—2; C) (x1/2)3 . \/)_C
d) (x1/3)1/2 = x1/6

) (8x)%/5 - (i)z/s

Respuesta a) 3; b) 37!; ¢) x?
d) x5 e) x

trabajamos con nimeros mds pequefios. En otras palabras, en la prictica calculamos
a™" usando la definicién (a'/") en vez de (a™)!/".

Con estas definiciones, es posible demostrar que las leyes de los exponentes,
que se establecieron en la seccién 1-3, también son validas para exponentes fraccio-
narios. Las volvemos a escribir y las ilustramos con algunos ejemplos. Reenuncie-
mos estas leyes, ya que son muy importantes.

1. am e gt = am+n 2. a_ = gnn 3. (am)n = g"n
a
a\m am
4. b m — mbm 5. il - =
(ab)y" = a (b) 0

Al utilizar estas leyes, debemos recordar que tienen algunas restricciones: en cual-
quier potencia, si el exponente es negativo, la base no debe ser cero; y si el expo-
nente contiene una raiz par, la base no debe ser negativa.

EJEMPLO 5
a) 5%-57/2=53+7/2 = 513/

b) 4-2. 47/3 — 4—2+7/3 — 41/3

) A7 47/2-3/2 = 42 = 16

7w ST
91/ 1/2-(-2) 5/2 1/2)5 5

d) 3329 = 0°/2 = (91/2)> = 3> =243
9/4

e) Pl = /44 = /4

) (5376 = 530/0 = 57/2
g)  (374/3)76/5 = 3(-4/3(-6/5 = 38/5

1 . . .
h)y a™m= (@)= — para cualquier nimero racional m
a

i) (36)1/2:(4.9)1/2:41/2.91/2:2.3 =6
) )2 = ()22 = 20/y1/2 = xyl/2
k) (3a2/5b—4)—1/2 — 3—1/2(a2/5)—1/2(b—4)—1/2 = 3-1/24-1/5p2
1) Vab = (ab)'/* = a'l*b1/* = \a Vb
el EA UG R
m ViR )35

_ ~2/3 1/3y-2 -2 1
o (B)eo 8 @ 2w (1)(9)_9 o g
27 2772/3 (271/3)72 372 % 4
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3

2 —3m

EJEMPLO 6 Encuentre m tal que

Soluciéon Expresamos ambos lados como potencia de 3.

VO _ 9 B3 o s
27 33 33 33

7
Por tanto, m = — E

3\ _
EJEMPLO 7 Evaliie: a)(lﬁ) . b) (ﬂ) 23

225 7
Solucion
2 64 289\i2 _ (172\1/2
225 225 152
= [( 17>2}|/2 (por la ley 5)
- (17>2 e (por 1a ley 3)
(311
3\-2/3 3,3\-2/3 3]-2/3
b) (64x ) (4 e ) [(43—)6> ] (por la ley 5)
= —) —1— (por la ley 3)
3 (4x/3)? P Y
1 9

T 162/9 1602

EJEMPLO 8 Simplifique la siguiente expresion:

4v - 2703 - 1250 - 6%
8p/3 . 93p/2 - 103

Solucion En expresiones tales como ésta, por lo general conviene escribir todas
las bases en términos de sus factores primos.

4r - 27p/3 - 1257 - 6% B (22)p . (33)p/3 . (53)p . (2.3)2p
8p/3 . 93p/2 - 103 (23)1)/3 . (32)3p/2 . (2 . 5)3p

_ 22 . 33;7/'3 .53 .02 . 32
T 23p/3) . 32:Gp/2) . 2% . 5

(por las leyes 3y 5)

_ (22p . 22p)(3p . 32p) . 53p
(217 . 23p)(33p) . 53p

(combinando términos con
bases iguales)
_ 24p . 33p . 53p
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@ 19. Simplifique a) V4 - V16

by V3 = (Voy
c) \%?VW
d) Vx(V% + 3V

Respuesta a)4; b)37';, o)x
d) x> + 3x

EJEMPLO 9 Simplifique (V27 + V75)/2 V12.

Soluciéon Observemos que los tres radicales en esta expresién pueden simplificar-
se factorizando un cuadrado perfecto en cada uno de los niimeros.

V27=V9-3=V9-V3=3V3
V75 =V25-3=V25-V3=5V3
VI2=V4-3=V4-V3=2V3

Por tanto,
V214 V75 3V34+5V3 8\/5_8_2
N12 T 20V3) T a3 a4 ¢
. . 3 \/)_C + 2.x
EJEMPLO 10 Simplifique: a) Vx(Vx® + Va2 b) v
X

Solucion Exprese los radicales en términos de exponentes fraccionarios y luego
utilice las propiedades distributivas y las leyes de los exponentes.

a) Vx(Vx + Va2

x1203/2 + x2/3)
= 1/2 . 3/2 4 x1/2 . 52/
x2 + x7/6

b) Vix + 2x _ X2+ 2
Vx x/3
(12 + 2x)x~1/3
= /20 x1/3 4 2xl o x—1/3

x1/6 + 2523 @& 19

I cjcRCICIOS 1-4

(1-6) Encuentre m tal que las proposiciones siguientes sean ver- 17, (0.16)~!/2 18. (—0.16)3/4
daderas. , )
3 19. 0.1257°%/3 20. 0.0016%/4
1. 8V2 = 2m V2 _ o
21. (9—3 . ]63/2)1/6 22. 93/4.3-1/2
3. 3= 4.3V3- V3= 23. 1645 - 8-2/5 24, 2513y
5. VV2 =gn VA2 = om 25. 27)72/3 =+ (16)'/4 26. —(3)!1/8 + (6)75/4
7-26) Evalte las i igui .
(7-26) Evalie las expresiones 51gulenfes (27-56) Simplifique las expresiones siguientes.
7. V81 8. V27
3
27. (1653 28. (%)2/ ’
9. /1% 10. 33
5[ 843
11. V=32 12. V=0.125 29. By 30. /27
3. V3 14 /(_;)2 31. V2 16012 32, (x1/3 - x2/5)3
. . £
33, (x1/2 - x~1/3)2 34. (16x4)"1/2 + (8x6)1/3
15. (81)73/4 16. (&)~
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35

37.

<

39.

43

45

46

47

49.

x3/7 y2/5

‘ x"/7y1/5

( pfl/SqZ/S )10
p—3/5q—2/5

24572 x2/3

38.

oo

a4/9b73/4 B a\7/8 all/24
2P 50. @2/ - b5/ (Z) A
(xy72)1/12 ‘ 8m . 93m/2 - 10m . (xy)za_b

x4 \¢ Xh a x¢ b
40. (—2x2)!/5(4 " 1xy~2)2/5 307\ ) e

anrb xb+c xt+a
54. ( x2b )( X2 )( x2a )

y3/4 - 3y2/5
2n/3 . -n/6 m . m . 3m
41. 3V45 + V20 42. 2\V24 — V54 55, Q@3- () 56. 287 - 35" - 10°"
(18)*11/2 85m/3 . 4Qm . D52m
. 2V18 — V32 44, /84\</§§_ 57. Establezca si las proposiciones siguientes son verdaderas o
falsas.
V63 — V175 + 4V112 A V5=V2+\V3 b) V8=V2+V2
4 g V21=V7-V3 d V(-32=3
. V112 = V63 + /=
28 e) V-9=-3 ) Va? =a para todo real a
20 50 3 3 Q Va+b=a+b sia>0yb>0
.= —2V20 + 48. 2V —-16 — V—54
Vs 0+ Vis 8 6 > o
h) am e g = g™ l) =z = am/n
an
a?/3 .« q3/4 . (a2)71/6 - —_
1/12)5 3/
@7 b)) V¥a = als k) Vai=a sia>0

B 1-5 OPERACIONES ALGEBRAICAS

Cantidades del tipo 2x> — 3x + 7,5y — y> + 6y + 2y 2x — 3/y + 4 se denomi-
nan expresiones algebraicas. Los bloques de construccion de una expresion alge-
braica se llaman términos. Por ejemplo, la expresién 2x> — 3x + 7 tiene tres térmi-
nos, 2x?, —3x y 7. La expresién x%y/3 — y/x tiene dos términos, x%y/3 y y/x.

En el término 2x2, el factor 2 se denomina el coeficiente numérico (o simple-
mente el coeficiente). El factor x> se denomina la parte literal del término. En el
término —3x, el coeficiente es —3 y la parte literal x. En el término x?y/3, el coefi-
ciente es § y la parte literal es x%y. El término 7 no tiene parte literal y se llama tér-
mino constante. El coeficiente es 7.

Una expresion algebraica que contiene un solo término se denomina mono-
mio. Una expresion que contiene exactamente dos términos se llama binomio y la
que contiene precisamente tres términos se denomina trinomio. Los siguientes son
unos cuantos ejemplos de expresiones de estos tipos.

Monomios: 233, =5y%,  T/t, 3, 2xy/z
Binomios: 2x +3, 3x*—=35/y, 6x%y — 5zt

Trinomios: 5x2+7x — 1, 2x3 + 4x — 3/x, 6y> — 5x + ¢
En general una expresion que contiene mas de un término se denomina multinomio.
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@ 20. Simplifique las expresiones

siguientes:
a) 2ab* — 4ab’a
b) X3+ 2x — (2% — 2x)

Respuesta a) —2ab* b)—x> + 4x
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Adicion y sustraccion de expresiones

Cuando 4 manzanas se suman a 3 manzanas obtenemos 7 manzanas. En la misma
forma, 4x + 3x = 7x. Esto es una simple consecuencia de la propiedad distributiva,
dado que

dx+3x=@A +3)x="Tx

Si usted compara con la seccidn 1-1 verd que aqui utilizamos la ley distributiva “ha-
cia atrds”, esto es, de derecha a izquierda. De una manera similar, podemos sumar
cualesquiera dos expresiones cuyas partes literales sean iguales. Simplemente su-
mamos los dos coeficientes numéricos.

EJEMPLO 1
a) 2x+ 9% =2 +9x=11x
b) 4ab + 3ab = (4 + 3)ab = Tab

yLox_ [ L) x_ 5,
2y 2 2

X X
y 2y y y 2y

Dos o més términos de una expresion algebraica se dice que son semejantes
si tienen las mismas partes literales. Por ejemplo, 2x%y y 5yx? son semejantes dado que
sus partes literales, x?y y yx?, son iguales. De manera similar, los tres términos
3x%yz3, —7x*z%y y 22x%y/2 son términos semejantes. En general, dos términos seme-
jantes sélo pueden diferir en sus coeficientes numéricos o en el orden en que apare-
cen las variables.

Dos 0 mds términos semejantes pueden sumarse o restarse usando la propie-
dad distributiva, como se ilustré en el ejemplo 1. A continuacién ejemplos adicio-
nales.

EJEMPLO 2
a) 203 =T33 =2 — x> = =53
b) 5x%y — 3x%y + 2yx2 = (5 =3 + 2)x%y = 4x%y

Los términos que no son semejantes no pueden combinarse de la manera que acaba
de verse. Asi, los términos en la expresién 2x? + Sxy no pueden combinarse para dar
un término individual.

Cuando sumamos dos o mds expresiones algebraicas, reagrupamos los térmi-
nos de tal manera que dos expresiones que sean semejantes aparezcan juntas.
e 20

EJEMPLO 3 Sume 5x%y? — 7xy? + 3x — 1y 6 —2x + 4xy? + 3y3%%?

Solucion La suma requerida es

5x%y3 = Txy? + 3x — 1 + (6 — 2x + 4xy* + 3yx?)

=5x23 —Txy? +3x — 1 + 6 — 2x + 4x? + 3x%3



@ 21. Simplifique las expresio-
nes siguientes eliminando los pa-
réntesis:

a) 3(x-2) + x(x-3)

b) X3 —2x-2x(x*-1)

Respuesta a) x> - 6; b) x>

Reagrupando los términos, de tal manera que los términos semejantes estén agrupa-
dos juntos, obtenemos la suma en la forma siguiente:
5023+ 3x%3 — Ty +4xy> +3x—2x —1+6
(5 + 3)xH? + (=7 +dDHxy> + B -2 +(=1+6)
= 8x2y, + (3% + 1Ix + 5

8x?%y3 - 3xy? + x + 5

EJEMPLO 4 Reste 3x> — 5xy +7y?>a7x> — 2xy + 49> + 6
Solucion En este caso, buscamos
Tx2 — 2xy + 4y* + 6 — (3x% — Sxy + Ty?)

Después de suprimir los paréntesis, cada término dentro de los paréntesis cambia de
signo. En consecuencia, la expresion anterior es equivalente a la siguiente:

Tx? — 2xy + 42 + 6 — 3x% + 5xy — 7y?

=Tx2 =32 —2xy+5xy +42—=T7y>2+6

=T =32+ (2+5xy+@—-TH>+6

=  4x2  +3xy +(=3)»* +6

=  4x2  + 3xy — 3y? +6

Multiplicacién de expresiones

La expresién a(x + y) denota el producto de a y x + y. Para simplificar esta expre-
sién suprimiendo los paréntesis, multiplicamos cada término dentro del paréntesis
por el nimero que estd afuera, en este caso a:

alx +y) =ax + ay

Esto es simplemente por la propiedad distributiva. De manera similar, este método
funciona siempre que una expresion algebraica se multiplique por cualquier mono-
mio.
EJEMPLO 5

a) —2(x—3y+ 77

(=2)x = (=2)@y) + (=2)(7)
—2x + 6y — 147

b) X*y(x? + 3x — 5y%) = x%y - 22 + X%y - 3x — x%y + 53
= x*y + 3x3y — 5x%y* @& 21

Cuando multiplicamos dos expresiones algebraicas a la vez, la propiedad dis-
tributiva puede usarse mds de una vez con la finalidad de suprimir los paréntesis.
Consideremos el producto (x + 2)(y + 3). Podemos emplear la propiedad distribu-
tivas para quitar los primeros paréntesis.

X+ +3)=x(p+3)+200 +3)
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@ 22. Utilice la propiedad distri-
butiva (o método de los arcos) para
eliminar los paréntesis:

a) (x+2)(x+3)

b) (2 +2)(x*-2)

Respuesta a) x> + 5x + 6

b) x4

Para ver esto, s6lo haga y + 3 = b. Entonces,
x+2)v+3) =@ +2)b=x-b+2-b=x(y+3)+2>y+3)

En general, las propiedades distributivas de la seccién 1-1 funcionan con a, b, ¢
reemplazadas por cualesquiera expresiones (como se hace con las otras propiedades
de los nimeros reales). Ahora usamos de nuevo esta propiedad para suprimir los pa-
réntesis restantes.

xy+3)=xy+x-3=xy+ 3x
y asimismo

20 +3)=2y+2-3=2y+6

Por tanto, (x + 2)(y + 3) =xy +3x + 2y + 6

En la figura 2 los cuatro términos (productos) de la derecha pueden obtener-
se multiplicando cada uno de los términos de los primeros paréntesis sucesivamen-
te por cada uno de los términos de los segundos paréntesis. Cada término de los pri-
meros paréntesis estd unido por un arco a cada término de los segundos paréntesis
y el producto correspondiente también aparece. Los cuatro productos dan entonces
el desarrollo completo de la expresién. @ 22

ﬁSx xy + 3x
Wz-s 2y +2:3

FIGURA 2

También pudo hacer lo que se pide con el método PIES de multiplicacién de
dos expresiones binomiales. (PIES se establece por “Primeros, Internos, Externos,
Segundos”). Eso es equivalente al método de los arcos descrito aqui. Sin embargo,
el método de arcos es mucho mejor ya que puede utilizarlo para multiplicar cuales-
quiera dos multinomios.

EJEMPLO 6 Desarrolle el producto (3x — 4)(6x*> — 5x + 2). (Esto significa su-
primir los paréntesis).

Solucion Usamos la propiedad distributiva:
(Bx — 4)(6x2 — 5x + 2) = 3x(6x2 — 5x + 2) — 4(6x2 — 5x + 2)
= (3x)(6x2) — (Bx)(5x) + Bx)(2)
+ (=H(6x?) — (=H)(5x) + (=4)(2)
= 18x3 — 15x% + 6x — 24x* + 20x — 8
= 18x3 — 15x% — 24x2 + 6x + 20x — 8
(agrupando términos semejantes)
18x3 — (15 + 24)x2 + (6 + 20)x — 8
18x3 — 39x% + 26x — 8
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—15x2
18x3 6x 18X — 15X + 6x
(3x — 4) (6X° — 5x + 2)
—24x320x|-8 —24xX2+20x— 8

FIGURA 3

De forma alterna, podemos obtener la respuesta dibujando arcos que conecten cada
término en el primer paréntesis con cada término dentro del segundo. En este caso,
existen seis de tales arcos, dando lugar a seis productos en la expansién en el lado
derecho. (Véase la figura 3).

EJEMPLO 7 Simplifique 3{5x[2 — 3x] + 7[3 — 2(x — 4)]}

Solucion Con el propésito de simplificar una expresion en la cual intervienen
mads de un conjunto de paréntesis, siempre empezamos con los paréntesis que estan mas
adentro.

3{5x[2 — 3x] + 73 — 2(x — H)]} = 3{5x[2 — 3x] + 7[3 — 2x + 8]}
= 3{10x — 15x + 21 — 14x + 56}
= 3{—15x2 + 10x — l4x + 21 + 56)
= 3{—15x2 — 4x + 77}
— —45x2 — 12x + 231

Existen ciertos tipos de productos especiales que aparecen con tanta frecuen-
cia que pueden manejarse como férmulas estdndar. Inicialmente, consideremos el
producto (x + a)(a + b).

(x +a)x + b) =x(x +b) + alx + b)
=x2+ bx+ ax + ab
=x2+ b+ ax+ ab

Por tanto,

(x+ a)x+b)=x*+ (a + b)x + ab. (1)

EJEMPLO 8
a) Tomando a = 2y b = 7 en la ecuacioén (1), tenemos que
G+ +D=x+Q2+Tx+2:-7T=x>+9% + 14
b) (x+3)x—2)=(x+3)x+ (—2)
=X+ B+ Dx+3(-2)=x>+x—6
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@ 23, Utilice las férmulas
estandar (1) a (4) para eliminar los
paréntesis:

a) (x +2)(x—3)

by (¥ + y)x* —y)

o) (x +x1)?

Respuesta a) x> —x — 6
byx*—y% o)x> +2+x72
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En la ecuacién (1), si reemplazamos a b por a, obtenemos
x+ax+a)=x*+@+ax+a-a

o bien,

(x+a)=x*+2ax + a?* 2)

Este resultado da el desarrollo del cuadrado de un binomio. El cuadrado de la suma
de dos términos es igual a la suma de los cuadrados de los dos términos mds el do-
ble de su producto.
EJEMPLO 9

a) 2x + 72 = (2x)? + 2(2x)(7) + 72 = 4x* + 28x + 49

b) (3x + i>2 = (3x)* + 2(3x)(£) + (i)z —oe 4 2, %
y y y y ooy

Si reemplazamos a a por —a en la férmula (2), obtenemos otra férmula.

(x —a)? = x*—2ax + a? 3)

Esto expresa el cuadrado de la diferencia de dos términos como la suma de los cua-
drados de los dos términos menos el doble de su producto.
Por ultimo, si reemplazamos a b por —a en la ecuacion (1), obtenemos

x+ax—a)=x>+(a—ax+a(—a)=x*+ 0x — a?

En consecuencia, tenemos que

(x+ a)x — a) = x* — a? 4)

Este resultado establece que el producto de la suma y la diferencia de dos términos
es la diferencia de los cuadrados de los dos términos.

EJEMPLO 10
a) 2x+3)2x —3)=(2x)* —32=4x*—-9
) (V3+V2(V3-V2=V32-V2r=3-2=1
¢) Bx — 4y)Bx +4y) = 3x)> — (4y)> = 9x? — 16y*> @ 23
Divisién de expresiones

En el teorema 6 de la seccién 1-2 vimos que la ley distributiva se extiende a la divi-
sién y tenemos las siguientes expresiones generales.




Esta propiedad es util cuando dividimos una expresion algebraica entre un mono-
mio, dado que nos permite dividir cada término por separado entre el monomio.

EJEMPLO 11
2x2 + 4x 2xr 4x
@) =T == k42
2x 2x 2x

Observe que dividimos cada término entre el factor comun 2x.

35,2 3 2
b) 2x 5xy+7x+3:2i_5xy+k+3

)C2 x2 x2 x2 x2
=2x — 5y + z + %
X X
0 2568 + 122 + 15t — 6 _ 257 12¢2 . 15t 6
3t 3t 3t 3t 3t
2
_ 2 +4r+5— %

En una fraccién, el nimero o expresion algebraica del numerador a menudo
se denomina el dividendo (lo cual significa que es la cantidad que estd siendo divi-
dida) y el ntimero o expresion por la que es dividido se llama divisor. En la parte b)
del ejemplo 11, 2x3 — 5x2y + 7x + 3 es el dividendo y x* es el divisor, mientras
que en la parte ¢), 258 + 1272 + 15t — 6 es el dividendo y 3t el divisor.

Cuando queremos dividir una expresion algebraica entre un divisor que con-
tiene mas de un término, con frecuencia usamos un procedimiento denominado di-
vision larga. Describiremos este procedimiento para expresiones que sélo contie-
nen potencias enteras no negativas de una sola variable. (Tales expresiones se cono-
cen por polinomios).

EJEMPLO 12 Divida 23 — 11x> + 2x3 entre 2x — 3

Solucion Aqui 23 — 11x% + 2x3 es el dividendo y 2x — 3 es el divisor. Antes de
que empecemos la division, los términos en el dividendo y en el divisor deben arre-
glarse en orden decreciente de las potencias de x y llenar con coeficientes cero las
potencias faltantes. En consecuencia, el dividendo debe escribirse como 2x* —
11x? + Ox + 23.

x2—4x — 6 < Cociente
Divisor — 2x—3)2 — 1122+ 0x + 23 « Dividendo
2x3 — 3x2
— 82+ 0x + 23
— 8x2 + 12x
—12x + 23
— 12x + 18

5 <« Residuo
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@ 24, Por medio del uso de la
divisién larga, simplifique
G2+ 1lx+4) ~x+3)

Respuesta Cociente = 3x + 2
residuo = —2
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Los detalles de la divisién larga se acaban de mostrar y se explican de la manera si-
guiente: en primer lugar, dividimos 2x3 (el primer término en el dividendo) entre 2x
(el primer término en el divisor), obteniendo 2x3/2x = x2. Esto da el primer térmi-
no del cociente. Multiplicamos el divisor, 2x — 3, por el primer término del cocien-
te, x%, para obtener 2x3> — 3x2. Restamos esto al dividendo, obtenemos la diferencia
—8x? + Ox + 23.Para obtener el siguiente término del cociente, dividimos el pri-
mer término de esta diferencia, —8x2, entre 2x, el primer término del divisor. Esto
da —8x?/2x = —4x, el cual se convierte en el segundo término del cociente. Multi-
plicamos otra vez el divisor por este segundo término, —4x, con lo que obtenemos
—8x? + 12x; restamos esto a —8x% + Ox + 23, los cuales nos dan la siguiente dife-
rencia, —12x + 23. Continuamos este procedimiento hasta que obtengamos una
diferencia cuya maxima potencia sea menor que la correspondiente al divisor.
Llamamos a este dltima diferencia el residuo. La respuesta puede escribirse en la
forma

3 2+
2x 11x 23=x2—4x—6+ 5 -« 24
2x— 3 2x — 3

En general, tenemos

Dividendo . Residuo
———— = Cociente + ———
Divisor Divisor

Observacion Esta forma de escribir el resultado de la division larga es la
misma que usamos en aritmética. Por ejemplo, consideremos la fraccién 627/23, en
la cual el dividendo es 627 y el divisor es 23. Por divisién larga ordinaria encontra-
mos que el cociente es 27 y el residuo es 6.

27
Divisor — ) 3@ < Divisor

46 < Cociente
167
161 < Residuo
Por tanto, escribimos
027 _ )74 8
23 23

Ahora, en vez de dividir 627 entre 23, intente dividir 6x% + 2x + 7 entre 2x +
3. Cuando x = 10 estas cantidades son lo mismo. Debe encontrar un cociente de 2x
+ 7 y un residuo de 6. La divisién algebraica larga es un reflejo de la division arit-
mética.

Si multiplicamos ambos lados de este cdlculo por 23, obtenemos el resultado

627 =(27-23)+ 6



@ 25. Verifique si es correcta la

siguiente division larga:

3x2 —3x— 10

Respuesta Debe verificar que
3x2

Este es un ejemplo del resultado general

=3x+3+

x—2 x—2

Dividendo = (Cociente)(Divisor) + Residuo

Este es un resultado 1til, porque nos permite verificar la respuesta de cual-

-3x-10=G3x + 3)(x-2) + 4.

Esto no es correcto. (El residuo debe
ser —4)

283 =112 +23=(x2—4x—6)2x —3) + 5

quier divisién larga. Podemos utilizar este resultado para comprobar el ejemplo 12.

Dividendo = (Cociente)(Divisor) + Residuo @ 25
I )crCicios 1-5
(1-56) En los ejercicios siguientes, efectie la operacién indica- 21, (x + 3)(2x%2 — 5x + 7)
da y simplifique.
22. (a — 2b)(a® — 2ab + b?)
1. Ga+7h—3)+ Bb—2a +9) 23. (x + 4)(x — 4)
2. B2 =5x+7+(—2+6x— T2+ %) 24. (2 — 2)(* + 2)
3. @Va+5Vb) + 3Va - 2Vb) 25. (21 + 5021 — 5x)
4. (4xy + 5x%y — 6x%) + 3y? — 6xy? + Txy + 1 — 2x2y) 26. (Va — Vb)(Va + Vb)
5.(72+6t—1)— Bt — 52 +4 — ) 27. (Vx + 3Vy)(Vx — 3\VYy)
6. (2 + 3xy + 4y2) — (22 — xy + 3y2 — 5) 28. (5\/)_6 + 2y)(5\/)_c —2y)
7. @2Vx + V2y) — (Vx — 2V2y) . xty-gxtytz)
S. (5\/)C_y—3)—(2—4\/)c_y) 30. (x —2y+2)(x+2y+2)
3. (2 — D3P+ 2)
9. 4(2x + 3y) + 2(5y + 3x)
32 02+ 2000 — 202 + 1)
10. 2(x — 4y) + 3(2x + 3y)
1
11. —(x — 7y) — 2(2y — 5x) 33. (xz - ;) (3 + 2x)
12. 32 — 2xy + y2) — (2xy — 22 + 2y?)
o
13. x(2x¢% + 3xy + y») — y(5x* —2xy + y?) ' Y .
14. a®b(a3 + 5ab — b3) + 2ab(a* — 2a2b + b3a) 35. v+ 62 36. (x — 5)?
15. (x —_ 3)()1 + 2) 37. (2x + 3y)2 38. (4)6 - 5y)2
16. (c + 4 — 5) 39. (V2x — V3yp 40. (Vx +2Vyy
2 — 2
17. 2x + 13y — 4) 41. 2x + 3y)> + (2x — 3y)
42, 3[(x + y)? — (x — y)?
18. (5x — 2)2y — 5) [(x + ) = (x— )]
43. xy[(x + y)* + (x — y)]
19. (a + 2)(3a — 4)
44. 3a — b)? + 3(a + b)?
20. (x + 3y)(2x + y)
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45. 3{x2 — 5[x + 2(3 — 5%)1}

6x%y — 8xy? . Xy? + 2x%y3

55
21,2
46. 2{a® — 2a[3a — 5(a®> — 2)]} + 72> —3a + 6 Zxy s
6 3x* — 9x%y?  4x3 — 8xy?
47. 2a{(a + 2)3a — 1) — [a + 2(a — D(a + 3)]} 56. Wy 2dy
48. (a + 3b)(a® — 3ab + b?) — (a + b)X(a + 2b) (57-64) Simplifique por medio de la division larga:
7. (2 = 5x+6) = (x — 2
49 4x3 — 3x2 50 1525 — 253 57. (¢ >x )& )
T o . 522 58. 6x2 +x— 1)+ Bx — 1)
51 BETR2—5c+4 5.7+ +~0¢—1

x2

52.

Y46y —Ty*+9y—3

3y?

2—=2t+7

53. v

60. (6x2 —5x + 1) ~ 2x — 3)
61. (P +2x2+x+5 +(x+2)

62. 3+~ (x+1)
B+22 -3+ 1 63. 2 =32+ 4x+6) =~ 2x+ 1)
Vi 64. (633 + 1132 — 19x + 5) + Bx — 2)

H 1-6 FACTORIZACION
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Si el producto de dos enteros a y b es c, es decir, c = a - b, entonces a y b se lla-
man factores de c. En otras palabras, un entero « es un factor de otro entero c si a
divide exactamente c. Por ejemplo, 2 y 3 son factores de 6; 2, 3, 4 y 6 son factores
de 12; etcétera.

Esta terminologia también se emplea para expresiones algebraicas. Si dos (o
mads) expresiones algebraicas se multiplican a la vez, estas expresiones se dice que
son factores de la expresion que se obtuvo como producto. Por ejemplo, la expre-
sién 2xy se obtuvo multiplicando 2, x y y, de modo que 2, x y y son los factores de
2xy. Més atn, por ejemplo, 2y es un factor de 2xy ya que 2xy puede obtenerse mul-
tiplicando 2y por x.

De manera similar, x es un factor de la expresion 2x? + 3x puesto que pode-
mos escribir 2x2 + 3x = x(2x + 3) y x? es un factor de 6x% + 9x3 ya que podemos
escribir 6x2 + 9x3 = x%(6 + 9x).

El proceso de escribir una expresion dada como el producto de sus factores se
llama factorizaciéon de la expresion. En esta seccidn, examinaremos ciertos méto-
dos mediante los cuales podemos factorizar expresiones algebraicas.

La primera etapa en la factorizacién de una expresion algebraica es extraer to-
dos los monomios que sean comunes a todos los términos. El ejemplo siguiente ilus-
tra esto.

EJEMPLO 1 Factorice todos los monomios comunes de las expresiones siguien-
tes.

a) x2 + 2xy?
b) 2x%y + 6xy?

c) 6ab*c® + 6a*b*c? + 18a’bc?



@ 26. Saque todos lo factores
comunes de

a) 12ab — 8a*h

b) 4xyz — 6x%z + 12xy?

¢) x(3x—1)2 —y(3x - 1)?

Respuesta a) 4ab(3 —2a)
b) 2x(2yz — 3xz + 6y?)
c) Bx—1)y(x-y)

Soluciéon

a) Escribamos cada término en la expresion dada en términos de sus factores
bésicos.

KX=xex 202=2-x-y-y

Observando las dos listas de factores basicos, advertimos que x es el tnico factor co-
min a ambos términos. De modo que escribimos

X2+ 2xy? = x -+ x + x -+ 2y* = x(x + 2y?)

Note como la propiedad distributiva se utiliza para extraer el factor comun, x.

b) Expresando cada término en términos de sus factores basicos, tenemos
2y =2+x+x*y y 6xy?=2-3+x-y-y

Los factores 2, x y y, aparecen en ambas listas, por lo que el factor comun es 2xy.
Esto da

2x%y + 6xy* = 2xy + x + 2xy * 3y = 2xy(x + 3y)

de nuevo, usando la propiedad distributiva.

¢) Primero factorizamos los términos:

6ab*c®*=2+3-a*b-b-c:c-c
6a?b*c*=2+3aa*bb-c-c
18a°bc? =233 a+a+a*b-c-c

El factor comtn de estos tres términos es 2+ 3 +a b+ ¢ * ¢ = 6abc?

6abc® + 6a*b*c? + 18a’bc? = 6abc? « be + 6abc? + ab + 6abc? « 3a?
= 6abc*(bc + ab + 3a?) @ 26

Ahora abordaremos el problema de extraer factores que son expresiones bino-
miales de expresiones algebraicas de diversos tipos. Algunas de las férmulas esta-
blecidas en la seccién 1-5 son titiles en la factorizacién, en particular la férmula si-
guiente.

a>—b>=(a—b)(a+b) (1)

Esta férmula puede usarse para factorizar cualquier expresion que sea reducible a la
diferencia de dos cuadrados.

EJEMPLO 2 Factorice completamente: a) x*y* — 9; b) 5x* — 80y*

Solucion a) La expresion dada puede escribirse como

(0?7 — 3
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@ 27. Utilice la férmula para la

diferencia de cuadrados, para

factorizar 2x2 — 4

Respuesta (\/Ex - 2)(\/§x +2)

o bien 2(x — \/5)(x + \/5)
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que es una diferencia de dos cuadrados. Usando la férmula (1) cona = xy*y b = 3,
tenemos

Xyt = 9= () - 3= (7 - 3) (0 +3)

Ninguna de las expresiones entre paréntesis en el lado derecho puede factorizarse
atn mas.

b) Antes que todo, verifiquemos si podemos factorizar algiin monomio de
Sx* — 80y*. En este caso, dado que el término es divisible entre 5, sacamos el factor
comtn 5.

Sxt — 80y* = 5(x* — 16y*)
La expresion x* — 16y* es una diferencia de cuadrados.
S5xt — 80y* = 5[(x?)% — (4y*]
= 5002 = 420 + 42)]
= 5[(x* — 4?)(x* + 4y?)

La factorizacién no estd completa, porque x> — 4y?> = x> — (2y)? puede factorizarse
aun como (x — 2y)(x + 2y). En consecuencia, nos falta un paso.

S5x* — 80y* = 5(x% — 4y?)(x? + 4y?)
=5 — 2y)(x + 2y) (x> + 4y?) & 27

Observaciones 1. La formula (1) nos permite factorizar cualquier expresion
que tenga la forma de una diferencia de cuadrados. No existe una férmula corres-
pondiente para expresar la suma a> + b como el producto de dos o mds factores.
Una expresion que contiene la suma de dos cuadrados, tal como a®> + b? o 4x> +
9y?, no puede factorizarse.

Sin embargo, expresiones tales como a® + b3 a* + b*, etc., que contienen la
suma de dos potencias més altas pueden factorizarse. Esto se examina después.

2. Podemos escribir

R—2=x— V22 =0x-V2)x+V2)

Por lo regular es aceptable incluir nimeros irracionales (como \/E) en los factores.
Sin embargo, preferimos no usar expresiones que incluyan a V/x como factores. Por
ejemplo, como regla no escribiremos

x—4=NVar—-2=Vx—-2)(Vx+2)

Una técnica util al factorizar expresiones algebraicas que contienen un niime-
ro par de términos es el método de agrupamiento. En este método, los términos se
agrupan en parejas y los monomios comunes se extraen de cada par de términos. Es-
to a menudo revela un factor binomial comtn a todas las parejas. Este método es en
particular util para expresiones que contienen cuatro términos.



@ 28. Por agrupacion, factorice
la expresion x> + 2x2 — 9x — 18

Respuesta (x + 2)(x* - 9)
=x+2)x-3)x+3)

EJEMPLO 3 Factorice ax> + by* + bx*> + ay?

Solucion Podemos agrupar los términos de la expresién dada en aquellos que tie-
nen a x> como factor y en aquellos que tienen a y> como factor:

(ax? + bx?) + (ay* + by?)

Cada término dentro de los primeros paréntesis es divisible entre x?, y cada término
en los segundos paréntesis es divisible entre y?; por tanto, podemos escribir esta ex-
presién como

xXa + b) + y¥a + b)
Note que (a + b) es comin a ambos términos. Asf,
x(a + b) + y*(a + b) = (a + b)(x* +y?)
De aqui que la expresion dada tenga los factores (a + b) y (x> + y?)

EJEMPLO 4 Factorice la expresion 2x3y — 4x*y? + 8xy — 16y?

Solucion Observemos en primer lugar que los términos de esta expresion tienen
un monomio como factor comun 2y, y podemos escribir

2x3y — 4x%y? + 8xy — 16y> = 2y(x® — 2x%y + 4x — 8y)

Dentro de los paréntesis, agrupamos juntos los primeros dos términos y extraemos
el factor comin x?; también agrupamos los dos tltimos términos y sacamos el fac-
tor comun 4.

X3 = 2x% + 4x — 8y = x2(x — 2y) + 4(x — 2y)
| — R—
x2escomin 4 es comuin

= (= 2) (@ + 4

Observe que este mismo resultado pudo obtenerse agrupando el primer y el tercer
término y el segundo con el cuarto.

X+ 4x — 2x%y — 8y = x(x* + 4) — 2y(x* + 4)
| — [
x es comin —2yes comun

= (2 +4) (x - 2)
Regresando a la expresion original, tenemos
23y — 4x?y? + 8xy —16y? = 2y(x — 2y)(x* + 4)

No es posible factorizar ain mds las expresiones de la derecha, de modo que aqui
termina la factorizaciéon. @ 28

Un tipo importante de factorizacién que aparece con frecuencia requiere ha-
Ilar los factores de expresiones del tipo

x2+px+q
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donde p y g son constantes. A menudo tales expresiones pueden escribirse como el
producto de dos factores (x + @) y (x + b), siendo a y b dos nimeros reales. Por
ejemplo, puede comprobarse de inmediato que x> + 3x + 2 (enlacual p = 3y
q = 2) esigual al productode x + 1 yx + 2:

X+3x+2=x+DHx+2)

Eneste caso,a =1y b =2
En general, si p y g estdn dados; deseamos encontrar a y b tales que

XX+px+qg=x+a)x+Db)
Pero vimos en la seccién 1-5 que
(x+a)(x+b)=x*+(a+ bx+ ab
y, por tanto,
X +px+qg=x*+(@a+ bx+ab

Estas dos expresiones son iguales con tal que a + b = p y ab = g. De modo que,
con el propédsito de determinar a y b, debemos encontrar dos nimeros cuya suma
sea igual a p y su producto igual a g. En términos de la expresién original x> + px +
q, la suma a + b es igual al coeficiente de x y el producto ab es igual al término
constante.

El procedimiento para encontrar a y b consiste en examinar todos los posibles
pares de enteros cuyo producto sea igual a g. Seleccionamos entonces el par (si es
que existe) cuya suma sea el coeficiente de x.

EJEMPLO 5 Factorice x> + 7x + 12

Solucién Aqui p = 7y g = 12.Debemos encontrar dos ndmeros a y b tales que
el producto de a y b sea 12 y cuya suma sea 7. Consideremos todas las posibles pa-
rejas que factorizan a 12.

a=1 b =12 at+b=13
a=—1 b=—12 a+b=—13
a=2 b=6 atb=38
a=—2 b= -6 a+b=-8
a=3 b=4 atb=17
a=—3 b= —4 at+b=-17

De la lista anterior, advertimos que la eleccién adecuada es a = 3 'y b = 4. Por tanto,
X+ Ix+12=x+3)Nx+4

Observacion La eleccién a = 4y b = 3 da exactamente la misma pareja de
factores.

EJEMPLO 6 Factorice (a) x> — 5x + 6; (b)3x> —3x — 6
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@ 29. Factorice
a) 4x2—16x + 16;b) x> + x—12

Respuesta a) 4(x —2)?
b) x-3)x +4)

Soluciéon

a) La factorizacion de x> — 5x + 6 se logra, si encontramos dos factores de
+6 (el término constante) cuya suma sea —5 (el coeficiente de x). Los factores po-
sibles de 6 son (1)(6), (—1)(—6), (2)(3) y (—2)(—3).Los dos factores de 6 cuya su-
maes —5 son —2 y —3. De esta manera, hacemosa = =2y b = —3.

X=5%+6=x+a)x+b) =[x+ (Dlx+(=3)]=x—2)x—3)
b) Observemos en primer lugar que un factor comtn es 3:
332 —=3x—6=3x>—x—2)
Para factorizar x> — x — 2, debemos encontrar dos factores de —2 (el térmi-
no constante) cuya suma sea — 1 (el coeficiente de x). Los factores posibles de —2
son 1( —2) y (—1)(2). Sélo los factores 1 y —2 suman —1, esto es, 1 + (—2) =
— 1. En consecuencia,
X=x—2=x+Dx+(=2)]=x+ DHkx—2)
Por tanto, nuestra expresion original puede factorizarse de la manera siguiente
332 =3x—6=3x2—x—2)=3x+ Dx—2)

EJEMPLO 7 Factorice x> + 6x + 9.

Solucion Tenemos que p = 6y ¢ = 9. Es claro que los dos factores de 9 cuya su-
ma es 6 son 3y 3. Asi, la expresion dada tiene factores x + 3 y x + 3; por tanto,

R+ +9=x+3)x+3)=(x+3)?2 @29

Consideremos ahora el problema de factorizar una expresion de la forma
mx> + px + ¢

en donde m, p y g son contantes distintas de ceroy m # 1 o —1. En este caso, el
primer paso consiste en encontrar dos factores del producto mq que tengan una su-
ma igual a p, el coeficiente de x. Después expresamos p como la suma de esos dos
factores. Esto transforma la expresién dada en la suma de cuatro términos. Estos
pueden considerarse de dos en dos y factorizarse por el método de agrupamiento.
Este método se ilustra en los ejemplos 8 y 9.

EJEMPLO 8 Factorice 3x*> + 11x + 6

Solucion En esta expresion, los coeficientes son m = 3, p = 11y ¢ = 6. El pro-
ducto del coeficiente de x? y el término constante es mg = 3(6) = 18. Debemos en-
contrar dos factores de este producto 18 que tengan una suma igual a 11, el coefi-
ciente de x. Es claro que, los dos factores adecuados son 9 y 2. En consecuencia, en
la expresion dada, expresamos el coeficiente de x, 11, en la forma 9 + 2 y escribi-
mos

32+ 1lx+6=324+0O9+2x+6=3x2+9% +2x+ 6
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@ 30. Factorice a) 4x2—9x + 2

b)6x? —x—12

Respuesta a) (x —2)(4x - 1)

b) 2x-3)(3x +4)
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Podemos sacar a 3x como factor comtn de los dos primeros términos y 2 como fac-
tor comun de los términos restantes.

32+ 11lx + 6 =3x(x +3) +2(x +3) = (x + 3)(3x + 2)

Obsérvese que, en el dltimo paso, se extrajo x + 3 como factor comtin de los dos
términos.

EJEMPLO 9 Factorice 6x> — 5x — 4

Solucién El producto del coeficiente de x*> y del término constante es 6(—4)
= —24. Debemos encontrar dos factores de —24 que sumados den —35, el coeficien-
te de x. Sin duda, los dos factores de —24 cuya suma es —5 son 3 y —8. Por tanto,
escribimos —5 como —8 + 3 en la expresién dada. Esto da la factorizacién si-
guiente:
62 —5x—4=6x2+(—8+3)x—4

=6x>—8x +3x—4

=2x(3x —4) + 13x — 4)

=0Bx—42x+1) @ 30

EJEMPLO 10 Factorice 2(x + y)> — 5(x + y) + 3

Solucion Sea z = x + y. Entonces la expresion dada se transforma en

222-5z+3

El producto de los coeficientes externos es 2 + 3 = 6. Dos nimeros cuyo producto
es 6 y su suma es —5 son —2 y —3. De modo que escribimos

222 +52+3=22-2z—-3z2+3=2z2z—-1)—3@z— 1)
=2z=-3)z—-"DH=2x+2y—=3)x+y—1)

después de reemplazar z con x + y en el dltimo paso.

Las dos férmulas siguientes son ttiles al factorizar una expresién la cual pue-
de expresarse como una suma o como una diferencia de dos cubos.

a+ b= (a+ b)a®> — ab + b?) (2)
@ — b= (a — bY@+ ab + b?) 3)

Estas formulas pueden comprobarse multiplicando las dos expresiones de la dere-
cha. De forma alterna pueden determinarse por medio de la divisién larga de (a® =
b + (a = b). (Véanse los ejercicios del 57 al 64 en la seccién 1-5).

EJEMPLO 11 Factorice 8x> + 27y3
Solucién Usamos la férmula (2).
8x2 + 27y3 = (2x)* + (3y)?

= (2x + 3y)[(2x)? — (20)(3y) + 3y)’]
= (2x + 3y)(4x? — 6xy + 9y?)




@ 37, Factorice 24x* + 3x

Respuesta 3x(2x + 1)(4x* - 2x +1)

@ 32. Factorice 6(x + 2y)”
(Bx = )% = 2(x + 2))#(3x = y)%

Respuesta 14y(x + 2y)*3(3x — y)**

Note que la expresién 4x> — 6xy + 9y no puede factorizarse atin més porque el
producto del coeficiente de x y el término constante es 4(9y?) = 36y?, el cual no
puede expresarse como el producto de dos factores cuya suma sea —6y, el coefi-
ciente de x. @ 31

EJEMPLO 12 Factorice la expresion

(m + n)*(m — n) — (m — n)*(m + n)
Soluciéon Primero hagax = m + ny y = m — n. Entonces, la expresién dada es
Ky =y = 2y = ) = xy(x — )+ xy + y?)

Ahora, x—y=m+n—-(m—-n)=2ny

X+xy+y2=(m+n)?+ (m+n)(m—n)+ (m— n)?
= M2+ 2mn + n?) + (m?> — n?) + (M2 — 2mn + n?)

= 3m*+ n?
Por tanto, la expresion dada se factoriza como

xy(x — V) + xy + y?) = 2n(m + n)(m — n)(3m> + n?) @& 32

Observacion De acuerdo con las férmulas (2) y (3), la suma y la diferencia
de dos cubos siempre puede factorizarse. De hecho, toda expresion del tipo a” + b"
0 a" — b" puede factorizarse para todos los enteros n = 2 con la tnica excepcion de
la suma de dos cuadrados, a®> + b2. Por ejemplo,
a* — b* = (a®> — b*)(@® + b*») = (a — b)(a + b)(a® + b?)
@ + b= (a + b)a* — d’b + a*b*> — ab® + b*)
@+ b= (@ + V2ab + bY@ — V2ab + b?)

etcétera.

Resumen de factorizacion:

1. El primer paso al factorizar una expresion algebraica es extraer todos los
monomios comunes.

2. Si observa entonces un factor que es la diferencia de dos cuadrados, la
diferencia de dos cubos o la suma de dos cubos, utilice las férmulas (1),
(2) 0 (3) con el proposito de factorizar atin més.

3. Para factorizar una expresion con cuatro términos, debera usar el método
de agrupamiento.

4. Un trinomio del tipo mx?> + px + g a menudo puede factorizarse como el
producto de dos factores del tipo (ax + b)(cx + d), como ya se esbozd.
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I E)ERCICIOS 1-6

(1-79) Factorice por completo las siguientes expresiones. 47. p* — pg — 204> 48. 52 + 7st — 308
1. 3a + 6b 2. 2x2 + 10xy + 4x3 49. 272 + tu — 6u? 50. 2x2 — 9xy + 10y?
3. 4xy — 6yz 4. 5x%y + 10xy? 51. 6a% + ab — 15b2 52. 18u® + 15uv — 1212
5.2u+av—2v—au 6. px — qy + py — gx 53. x* =27 54. 8 + 125
7. xy +4x — 2y —8 8. pg —6g—3p + 18 55. 27u? + 8V} 56. 128x3 — 54
9. 3x — py — 3y + px 10. 2px — 3y + py — 6x 57. 64x*y? — 27xy°
11. 6xz — 16y — 24x + 4yz 58. x*y? — a*?* — b*x? + a*b?
12. 15ac — 9ad — 30bc + 18bd 59. x%y? — 9y? — 4x? + 36
13. X2 - 16 14. 4y> — 25 60. 5122 — 200 +15u% — 60
15. 32— 108a? 16. 5x2 — 20y? 61. x2z72 — 472 + x* — 4x2
17. X*y — 25xy° 18. ¥° — 4x%? 62. ax® + by’ + bx® + ay?
19. x> +3x + 2 20. x> +5x+ 6 63. X + y3 + 2%y + x)? 64. X’y — 8+ 8y —x3
21. X2+ x—2 22. X2 —Tx+ 12 65. (x + y)’(3x — 29)* + 2(x + y)*(3x — 2y)°
232 —x—2 24. 2 — 8x + 12 66. 2(a — b (a + b)* — 5(a + b) (a — b)®
25. x* — 15x + 54 26. x* — 14x + 48 67. x +yP?+3x+y +2
27. x> — 12x + 11 28. x2—9x + 20 68. 2(x + y)? + 5(x +y) +2
29, 2x* + 2x — 12 30. 3x> —6x+ 3 69.3(a—b)>+5a—>b)+2
31. 5y* + 25y3 — 70y? 32, 12x =72+ X3 70.2(p —g*—(p—¢q) — 1
33.2x* +5x+ 3 34. 6x* + 10x — 4 71 3x% + Txt + 2 72. x° + y°
35.9 + 12x + 4x2 36. 92 — 12t + 4 73. x0 — 8y° 74. x* — 16y*
37.5x* = 17x + 6 38. 22— 3t— 14 75. 2x+ 1) = (x+3)(x+ 1)
39. 10x2 — 1lx — 6 40. 22— Tt + 6 76. 5+ 2x + 32— GBx+2)(x+ 1)
41. 3> + 20g + 32 42. 10p*> +3p — 18 ®*77, x* + 4y* *78. 16a* + b*
43. 6x3y + 4x?y — 10xy 44. (x> — 9x) + (45 — 5x3) *79, x° + y°
45, x2 + 6xy + 5y* 46. x> — 4xy — 5y*

B 1-7 FRACCIONES ALGEBRAICAS

El término fraccion algebraica se emplea por lo general para indicar la razén de
dos expresiones que contienen una o mds variables, tales como las siguientes:

X2 —=Tx+5 X%y + xy?
2x + 3 Y x—y
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. 242 —4x + 2
@ 33, Simplifique al al
Indique cualesquiera valores de x
en los que la fraccion dada no sea
igual a su respuesta.

Respuesta ———, x + 1

20— 1)
x—3"

X2 —4x+3

Con el propésito de que una expresion algebraica tenga sentido, se dard por
hecho que la variable o variables no tomen valores que hagan que el denominador
de la fraccién sea cero. Asi, en la fraccion de la izquierda, x = —%, pues six = —%,
2x+3=2(—3) +3= -3+ 3 =0,y el denominador seria cero. De manera simi-
lar, en la fraccion de la derecha, y # x.

En esta seccidn, estudiaremos métodos para simplificar fracciones algebraicas
y examinaremos la adicidn, sustraccién, multiplicacion y divisién de dos o mds de
tales fracciones. La factorizacién desempefia un papel importante en tales operacio-
nes, como se aclarard en los ejemplos siguientes. Los principios bdsicos involucra-
dos son los mismos que se describieron cuando se simplificaron fracciones en la
seccion 1-2.

Simplificaciéon de fracciones

4x2 — 20x + 24

6 + 10x — 4x?
Solucién En primer lugar, factorizamos por completo las expresiones que apare-
cen en el numerador y en el denominador. En este caso, tenemos

EJEMPLO 1 Simplifique

42 =206 + 24 =4(x> = 5x + 6) =2 - 2(x — 2)(x — 3)
y asimismo
6+ 10x —4x2 = =2(2x* = 5x — 3) = —2(2x + D(x — 3)

Note que al factorizar el denominador, primero hicimos que el coeficiente de x? fue-
ra positivo, de modo que los términos en x sean positivos tanto en el numerador co-
mo en el denominador. Por tanto,

42 —20x+24 22 — 2)(x — 3)

6 + 10x — 4x2 —22x + D(x — 3)
2x—=2) _ “2(x—2)

—2x+ 1) 2x + 1

Observe que hemos dividido el numerador y el denominador entre los factores 2 y
x — 3, los cuales aparecen tanto en el numerador como en el denominador. Esta can-
celacién de factores se justifico en la seccion 1-2 (véase la pagina 10 y el teorema
5). Puede hacerse para factores binomiales como (x — 3) en este ejemplo asi como
para factores que son monomios. (Tales factores siempre deber ser diferentes de ce-
ro; de otra forma, la fraccién original no estaria bien definida). @ 33

Algunas veces encontraremos fracciones que contienen radicales en el deno-

minador, tales como
2

-vi Y Viri-va

En la primera fraccién sélo intervienen niimeros, mientras que la segunda es alge-
braica. En tales casos, dado que el denominador sélo tiene dos términos, podemos
simplificar la fracciéon por medio de una operacion llamada racionalizacién del
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denominador. Consideremos la primera de las dos fracciones anteriores como un
ejemplo. Multipliquemos el numerador y el denominador por 3 + \/5, lo que tiene
el efecto de pasar el radical al numerador:

2 23+V2)
3-V2  3-V2)3+V2

Esto funciona dado que el denominador de esta nueva fraccién puede simplificarse
por medio de la férmula de la diferencia de dos cuadrados,

(a — b)a + b) = a?> — b?
Tomandoa =3y b = \/5, tenemos
B-V2)B+Vy=2-\22=9-2=7
Por tanto,

2 23+V2)
3-V2 7

En general, para racionalizar una fraccién que involucra una expresion de la
forma A + VB en el denominador, multiplicamos numerador y denominador por A
~VB.SiA— VB aparece, multiplicamos numerador y denominador por A + VB.

Mas generalmente, si un factor del tipo PVA = 0 VB aparece en el denominador
de una fraccién, multiplicamos numerador y denominador por (P\/X ¥ Q\/E).
(Observe el cambio de signo en el segundo término).

EJEMPLO 2 Racionalice los denominadores de las expresiones siguientes:

1 x—3
- b -
DN5+3vs D Nira- s
Solucion

a) El factor 2V5 +3V3 aparece en el denominador por lo que multiplica-
mos por 2V5 - 3V3:

1 B 1-2V5-3V3)
2V5+3V3 T 2V5 +3V3)2Vs — 3V3)

25 - 3V3
2V5) — 3V3)

2V5-3V3 _ 2V5-3V3
4-5-9-3 20 — 27

—% V5 —3V3)



b) Multiplicamos por Vx + 2 + Vs:

x—3 B (x = 3)(Vx +2+V5)
Vit+t2-V5 Vx+2-V5Vx+2+V5)

x—3HVx+2+V5)
(Vx +2)2 — (V502
x—3)Vx+2+V5)

x+2-5
_ =) (Va+2+V5)
x—3
Vx+2+V5

@ 34, Racionalice el denomina-

5+V2

5-V2 en donde en el dltimo paso cancelamos el factor comin (x — 3). @ 34

dor de

Adicion y sustraccion de fracciones

Dos o mds fracciones que tienen un comiin denominador pueden sumarse o restar-
se simplemente sumando o restando sus numeradores, manteniendo sin cambio el
denominador.

EJEMPLO 3

2x+3+x—1 _(x+3)+ -1 _ 2x+3+x—1
x+1 x+1 x+ 1 x+ 1

3x +2

x+1
2x+5 7 _ x+5-7 _ 2x—-2 _ 2x—-1) _

x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

a)

b)

2

Cuando las fracciones que se suman o restan no tienen el mismo denomina-
dor, encontramos primero su minimo comun denominador (m.c.d.) y reemplazamos
cada una de las fracciones dadas por una equivalente que tenga este m.c.d. como de-
nominador. Este método, en principio, no difiere del que se describi6 en la seccion
1-2.

El cdlculo del m.c.d. de dos o mds fracciones requiere factorizar cada denomi-
nador por completo. Después, el m.c.d. se obtiene multiplicando todos los factores
distintos que aparecen en los denominadores y elevando cada factor a la maxima po-
tencia con que aparece en los denominadores. Por ejemplo, el m.c.d. de

2x + 1 3x — 1
x—3 7 x+7

es (x—3)2x+7)

El m.c.d. de x+ 1 X > y Y es
(x — 1)? x—Dkx+2 (x + 2X(x +3)

Respuesta 21—3 27 + 10\/5) (x — D2(x + 2)%(x + 3)
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2x+1+ x—1
x+2 3x —2

EJEMPLO 4 Simplifique

Solucion  Aqui los denominadores ya estdn factorizados por completo. El m.c.d.
en este caso es (x + 2)(3x — 2).La sustitucién de la primera fraccién (2x + 1)/(x
+ 2) por una equivalente que tenga el m.c.d. (x + 2)(3x — 2) como denominador,
se logra multiplicando el numerador y el denominador por la fraccién 3x — 2. En
consecuencia,

2x+1 _ 2x+ DBx—2)
x+2 (x+2)(Bx—2)

De manera andloga,

x—1 _ x—1Dx+2)
3x—2  (x+2)3x—2)

Por tanto, tenemos la suma siguiente:

2x + 1 x—1 :(2x+l)(3x—2)+(x—l)(x+2)
x+2 3x — 2 (x+2)3x —2) x+2)3x—2)
_(@x+ DB -2+ x— DHx+2)
x+2)(3Bx—2)

62 —x—2)+ (2 +x—2)
(x + 2)3x — 2)

2
@ 35. Simplifique etz 3 - x4 4 35

-1 x-1 (x +2)(3x — 2)

1 n 3
2—-3x+2 x+2 x2—4x+4

EJEMPLO 5 Simplifique
X

Solucion La expresion dada, después de factorizar los denominadores, es

5 1 n 3
x—Dx—-2) x+2 (x—2)7?

Aqui el m.c.d. es (x — 1)(x — 2)%(x + 2)

5 1,3
x—Dx—-2) x+2 (x—2)7?
5= +2) (x— Dx— 2y
x—Dx—22x+2) (x+2)x— Dx—2)2
3x — D(x + 2)
(x—2)2%(x— Dx+2)
_ 5= +2) — (x— Dx — 2 + 3 — Dx + 2)

o x*l (x — D(x + 2)(x — 2)°

+

1
Respuesta
P x +
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_SS( -4 - (- D -4+ 4H + 32+ x—2)
(x— D+ 2)(x — 2)?

S2—=20— (3 =52+ 8x —4) + 32+ 3x—6
(x— D+ 2)(x — 2)?

—x3 + 13x2 — 5x — 22

(x— D+ 2)(x — 2)?

o 1+ 22
EJEMPLO 6 Simplifique V1 — x2 + —/——
' pifd SRV

Solucién En este caso, escribimos ambos términos como fracciones con un
m.c.d.de V1 — x2

m: Vl—xz\/l—xz: 1—x2
V1 - a2 V1 - x?

Asi, tenemos la suma siguiente:

1+ x2 1 —x2 1+ a2
V1-—x2+ = +
Vi-2 Vi-2 Vi-x

=X+ 1+ 2

B VI1—- 2 VI - R

Multiplicacion de fracciones

Dos o mas fracciones pueden multiplicarse a la vez simplemente multiplicando sus
numeradores y denominadores, de la manera que se ilustra en el siguiente ejemplo 7.

EJEMPLO 7

pXFL 3-x @+ DB-v
x—2 x+1 (-2x+1

KZ-5x+6 42— 16 (x2 — 5x + 6)(4x2 — 16)
6x2+ 18x + 12 2x* —5x—3 (6x2 + 18x + 12)(2x2 — 5x — 3)

b)

Este producto puede simplificarse factorizando tanto el numerador como el denomi-
nador y dividiéndolos entre sus factores comunes:

(x — 2)e—3) -2 - 2x — 2)+2) _ 2(x — 2)(x — 2)
23+ DeA+e—2x + 1) 3+ DQ2x + 1)

2 -2
3(x + DQ2x + 1)
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@ 36. Simplifique Division de fracciones

2
ifj 12 N 2: 4+x 1+ L. . i 1 Para dividir una fraccién a/b entre otra fraccién ¢/d, invertimos ¢/d y la multipli-

camos por la primera. (Véase la pagina 10 y el teorema 4 de la seccién 1-2).
a.c_a/b_a d
b d ¢/d b ¢

Este método se ilustra para fracciones algebraicas en el ejemplo 8.

EJEMPLO 8

a) 2x+3 . x+3 _2x+3 2¢2-2
x—1 22-2 x—-1 x+3
_ (2x+3) 2= DHx+ 1D
x—Dx+3)
_ 2+ D@x +3)
x+3)
Respuesta 3 — 1 3 — 1
2(3x+1)’ x#1,—lo—1 b) x—2 _ x—-2 _3x-—-1 _1 _ 3x—1 - 36
3 x+1 x+1l  x—2 x+1 -2+ 1)
1
x+2— 4 ]
L X —
E]EMPLO 9 Slmphﬁque T2 _-5:1+6
x> =1

@ 37. Simplifique Solucion En primer término, simplificamos el numerador.
202 —3x + 1
((x® = D/I2x + 1))

40— 4 _x+2 4 _ x+2x-1 4
x—1 1 x—1

x—1 x—1

_ G+ —-1H—-4 _xX*+x—6
x—1

x—1
Empleando este valor del denominador, completamos la division.

xX2+x—6

x—1 _xX*+tx—6 x*-1
=546 x-—1 X2 —=5x+6
x> =1
_(P+x-6E*—1
(x — D — 5x + 6)
_ 2 + e + 1)
-3
Respuesta D23 )
. _ x+3)x+ 1)
@-D@e+l) oL =TT )
x+1

- 37
(x —3)
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I £)ERCICIOS 1-7

(1-40) En las expresiones siguientes, efectiie las operaciones in-

dicadas y simplifique.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1

4x 6
T2x+3 2x + 3
_2x 4
x—2 x—2

¥ 5x-6
x—3 x—3

_ 2
2 3xJr X
x—1 x—1
C2xtl g
x+2
3x—2_2
x+1

X 3
x+2 2x — 1

X x—2
2x—6  x+1

2 3x+1
x—1 x+1

x  2x—-3
2x+3  4dx+1

2x  x+2
2x — 1 x+1

2 4
5x—6 10x — 2

1

X—5c+6 x—3x+2

X+2x—-3 xX*+x-2

X

1

x2+2x—3 1 —2x + 22

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

2 3 1

9 —6x+1 x+1 32+2x—1

1 3 2
+ —
X24+4x+3 xX-1 x+3

o - 3 +2
2x2 —x — 1 1 —2x + x2

x2—=1\[x*+2x

X x+1
X +4x\(2x+4
2x+ 6 x+4

2x+4 -1
1—-x 3x+6

¥-—Tx+12 P®+4x+3
xX2—x—-2 2x*2—=5x—-3

X+5x+6\[2x*+9%x+4
X2—6x+8/\2x2+7x+3

254 — 2x )(2x2—3x—2>

X+ x2+x

3x—6 N x2—4
22 +4x+2)  \R2+3x+2

¥ —x—-2 3x2 +5x + 2
R—x—2 22 —5x+2

2 +x—1 1 — 4x2
22+ 10x+ 12 42+ 8x— 12
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xX2+x—2 1+V2

T BV
: x2—4
2x2 +5x + 3
e  _SV2
"V3+Ve
1 1—1/2
Tr+1-2/t
3 "3+V3
x+2+ >
.
33'7—“ - . 1
x x+2 2V3 - Ve
P " Va-
“ P Vx—Vy
T Ap+T
pr+4p +3 48 \/)_C_\/;
"Vx+Vy
x7 1+ yl
35, ———
(x+y! 49 x
"Vi+2-V2
="'
36. ————
(x2—y ! 50 X
"Vx+1-Vx—1
x2+y? x—y
37'x’2* 2 x4+ _
y y 51 2x— 2
"Vx+3-2Vx
y—Z_x—Z
BT
4 —x

2 Vx5 -3V

(1 1
39. — -
h(x-i—h x)

(53-56) Racionalice los numeradores de las expresiones si-
40. L ! _ L guientes.
h| (x+h)? x?
s 3-V3
) 2
(41-52) Racionalice los denominadores de las expresiones si-
guientes. 54. Va+4-Vax
2
"33V 55 Vxth—Va
’ h
0 3F V2
2 -\V3 56 Vi—-2+h—Vx—2

h
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I ::r/50 DEL CAPITULO 1

Resumen

1.1 Numero natural, nimero entero, nimero racional, nimero
irracional, nimero real.

La recta de los nimeros reales.
Propiedades conmutativa, asociativa y distributiva.

Elementos identidad, inverso aditivo de a (el negativo de a,
—a), inverso multiplicativo de a (el reciproco de a, a™1).

Diferencia: a —b =a + (—b)

Divisiéon:a ~b=a - b~!

1.2 Fraccién. Definicién: — = b~ !; =q-b!

&
b

S |—

Reglas para multiplicar y dividir fracciones. Cancelacién de
factores comunes.

Minimo comiin denominador (m.c.d.). Suma y resta de frac-
ciones.

1.3 Potencia (exponente), base - a” (a elevada al exponente ).
Propiedades de los exponentes.

1.4 Raiz n-ésima principal de a: b = a'/"si b" = a
Radical, raiz cuadrada, raiz cubica, raiz n-ésima. \/Z, \3/5,
/7
Exponentes fraccionarios: a™/* = (a'/"y"

Extension de las cinco propiedades de los exponentes a ex-
ponentes fraccionarios y radicales.

1.5 Expresion algebraica, expresiones monomiales, binomiales,
multinomiales.

Término, parte literal, coeficiente (numérico), término cons-
tante.

Términos semejantes, suma y resta de términos semejantes.

Multiplicacién de expresiones por medio de la propiedad
distributiva; método de los arcos.

Férmulas para el cuadrado de un binomio. Férmula de la di-
ferencia de cuadrados. Divisién entre monomio. Divisién
larga de expresiones polinomiales.

Divisor, dividendo, cociente, residuo.
1.6 Factores. Factores monomiales. Método por agrupacion.

Factorizacién por medio de férmulas para la diferencia de
cuadrados, suma y diferencia de cubos.

Factorizacién de expresiones del tipo x*> + px + gy mx* +
px +qgconm # 1, —1

1.7 Racionalizacién del denominador.

Técnicas para la suma, resta, multiplicacion, divisién y sim-
plificacién de fracciones algebraicas.

Férmulas

Propiedades de los exponentes

m o« gl — qm+n = — m—n
a a a 5 a 5

myn — mn
= (@™ = am,

a\m am
b m — mbm, = =
(a ) @ ( b) bm

Férmulas para el cuadrado de un binomio:
(x £ a)? = x>+ 2ax + a?
Férmula de la diferencia de cuadrados:
x+ a)(x—a) = x*—a?
Férmulas para la suma y la diferencia de cubos:

¥ rad=x=*a)x?Fax + a?
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1.

Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las propo-
siciones siguientes. Cada enunciado falso cambielo por una
proposicion verdadera correspondiente.

a) (a+b?=a+5p

b) x° = 1, para todo nimero real x

Xy _x 1
C)z_zy

—-X X
dy —=-=
)—y y
o X2
% Z

D

g) y W=%

h) Todo nimero racional puede expresarse como un decimal
que termina.

L
y
+

1

i) Todo nimero racional es un nimero real.
J) Para todo nimero real, a # 0, se cumple—g— =0
k) (—1)* =1, si n es un entero par

; a-b _a b
) cd~c'd

m) XMyt = (xy)mn

a b a=b
MWeTdTc=d
a\-3 b\3
2 (5) =@
p) (@) =20
)~ =29
? m

(2-26) En las expresiones siguientes, efectie las operaciones
que se indican y simplifique los resultados.

2.

56 CAPITULO 1

(64)/3 - (81)=3/4

3. (64)2/3/(81)-3/4

4.

5. 81/3 + 1000-2/3
()57

"\ 156 )\ 24

3ab
. (2b) + (T)

27-1/3.216%/3

a b ¢
Pt a

ALGEBRA

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,
25.

26.

(27-42) Factorice por completo las siguientes expresiones:
27.
28.
29.
30.
31.
32.

1 1

b p+1

(2x1y2)2
(%y)?
xX2(3x2 —x + 2x7Y

(&) (4+2)
() + (S
V12 — V48 + V75
V150 + V249 — V54

8V2 —2Vs
V32

3VI0 + V40

())&

(8)2}1/3 . (27)*n/6

(12)—n/2
6x3 +42x2 — 3x + 18
3x?
8ab? — 642b a3b? + 2a*b?
2ab a?b?
1 —6x + 12x2 — 8x3
2x — 1

2 — L) 2_ o

(y y O* =2y

4{x* = 2[x + 3(x — 1)]}

4x{x® =3x —2x —6)]} — 2x +3)*(x— 1)

12y5 — dy* + 6y°
2y3

p*— 24
a®>+2a—15
6b% — 23b + 21

15¢* — 3cx — 5¢y + xy
3 —d—3d*+ 2d?
et — 16



33. 647/% — 1 41. 1022 — 13t — 3u?

M. (g2 +DH+ g+ *42, x> — 3x + 2. (Sugerencia: Reescriba —3x como —2x — x)
2= — 14y? 1 1+
35. 15x% — 29xy — 14y 43. Prucbe que — - 2);
36. —66 — 5m + m? 1+ —
1+—
37. 3n* — n? — 2n? *
1 1
#38. pb — ¢b 44. Prucbe que + =V5+V10-5
P T V5+2 " Viors

*39, 3n* — n® + n?> — n — 2. (Sugerencia: Un factor es n — 1)

40. 21 + 28x + 6y* + 8xy?
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CASO DE ESTUDIO

ALGEBRA Y ALGUNOS CALCULOS MENTALES

Al igual que el cdlculo que se analiz6 al inicio del capitu-
lo, 1a base de muchos de los “trucos” y “juegos matemati-
cos” es el dlgebra; si uno escribe en lenguaje simbodlico las
expresiones verbales y realiza algunas sencillas operacio-
nes algebraicas, por lo regular, descubrird el misterio de
estos juegos.

Un juego para “adivinar” el mes de nacimiento y la
edad de una persona es el siguiente.

Pida a la persona que realice las operaciones siguien-
tes, sin que usted las vea.

a) Determine el nimero del mes en que nacio,
(enero, 1; febrero, 2; marzo, 3; etc.).

b) Multiplique el nimero del mes en que nacié por
2.

¢) Al resultado anterior sume 5.

d) Multiplique por 50 el resultado que obtuvo en el
paso anterior.

e) A esto, afiada el niimero de afios que tiene.

f) Y, finalmente, al resultado reste 250.

Pida que le diga el resultado. Los dos digitos de més
a la derecha de este resultado proporcionaran la edad de la
persona, mientras que el primero o dos primeros digitos de
la izquierda revelardn el mes en que nacié la persona.

Hagamos esto con un ejemplo. Suponga que Leticia
nacié en noviembre y actualmente tiene 48 afios, entonces
los pasos serian:

58 CAPITULO 1 ALGEBRA

a) Mes en que nacio, 11
b) 11 X2 =22
¢)22+5=27

d) 27 X 50 = 1350

e) 1350 + 48 = 1398
H 1398 — 250 = 1148

Todo lo anterior usted no lo ve, al final, lo tinico que
conoceria es el resultado: 1148. Con lo cual podria “adivi-
nar” y decirle a Leticia que tiene 48 afios y que nacié en
noviembre.

i. Determine por qué este “truco” sirve para el
propdsito de adivinar la edad y mes de naci-
miento. (Sugerencia: Utilice el lenguaje alge-
braico para realizar cada paso del proceso que
debe realizarse).

ii. ¢Siempre funciona o existird algin o algunos
casos en que no se lea la edad y mes de naci-
miento directamente del resultado?

iii. En caso de que determine que existen casos en
los cuales no se lea directamente del resultado
la edad y el mes de nacimiento, jaun asi podria
indicar la edad y el mes de nacimiento de la per-
sona?



CAPIiTULO

Ecuaciones
de una variable

La edad de Diofanto

Un matemadtico griego muy importante fue Diofanto de
Alejandria (c. 250 d.C.), quien hizo contribuciones en
varias dreas de las matemdticas. Tal vez su trabajo mads
importante lo realiz6 en lo que ahora se conoce como teo-
ria de niimeros. De su obra Arithmetica s6lo sobreviven
seis de los libros originales; el nimero total es un miste-
rio. En ella se encuentra una coleccion de problemas cuya
solucién es, en muchos de los casos, muy ingeniosa.

Poco se sabe de él, pero algunos detalles de su vida
se conocen a través del epitafio que, como un homenaje, se
inscribi6 en su tumba. Una traduccidn libre del original es
la siguiente:

Transetnte, ésta es la tumba de Diofanto: es él quien con
esta sorprendente distribucion te dice el nimero de afios

que vivid. Su nifiez ocupd la sexta parte de su vida; des-
pués de la doceava parte, su mejilla se cubrié con el pri-
mer bozo. Pasé ain una séptima parte de su vida antes de
tomar esposa y, cinco aflos después, tuvo un precioso
nifio que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su
padre, pereci6 de una muerte desgraciada. Su padre tuvo
que sobrevivirle, llordndole, durante cuatro afios. De todo
esto se deduce su edad.

Con base en el texto del epitafio, plantee una ecuacién para
determinar la edad de Diofanto y responda las siguientes
preguntas.

i. (A qué edad fallecié Diofanto?
ii. ;(Cudantos afios vivié antes de casarse?
iii. /Cudntos afios vivi6 su hijo?
iv. (Qué edad tenia Diofanto cuando naci6 su hijo?

TEMARIO

2-1 ECUACIONES LINEALES

2-2 APLICACIONES DE ECUACIONES LINEALES

2-3 ECUACIONES CUADRATICAS

2-4 APLICACIONES DE ECUACIONES CUADRATICAS
REPASO DEL CAPITULO
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B 2-1 ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion es una proposicion que expresa la igualdad de dos expresiones alge-
braicas. Por lo regular involucra una o mds variables y el simbolo de igualdad, =.
Las siguientes proposiciones son ejemplos de ecuaciones.

2x—3=9—x (1)
y—5y=6—4y 2
2x +y=17 3)
a
1—r_s )

En la ecuacion (1), la variable es la letra x; mientras que en la ecuacién (2), es
y. En la ecuacién (3), tenemos dos variables, x y y. No permitiremos que las varia-
bles de cualquier ecuacién tomen valores que hagan que una expresién que ocurra
en la ecuacién quede indefinida. Por ejemplo, en la ecuaciéon (4), r no puede ser 1
pues esto produciria una divisién entre cero.

Las expresiones separadas por el simbolo de igualdad se denominan lados
(miembros) de la ecuacién; por separado se llaman el lado izquierdo (primer miem-
bro) y el lado derecho (segundo miembro).

Las ecuaciones que sélo contienen constantes y no tienen variables pueden ser
proposiciones verdaderas o falsas. Por ejemplo,

3+2=5 'y E=%
son afirmaciones verdaderas; mientras que
— 32
2+5=6 y =3
son proposiciones falsas.

Una ecuacién que se refiere a una variable, por lo regular es una proposicion
valida para algunos valores de la variable, en tanto que es falsa para otros valores de
la variable. Por ejemplo, consideremos la ecuacion

2x—3=x+2
Si x toma el valor 5, esta ecuacion se reduce a
25)—3=5+2 obien 10-3=5+2
que es una proposicién verdadera. Por otra parte, si x toma el valor 4, obtenemos
24)—3=4+2 obien 5=6
que es una proposicion falsa.
Un valor de la variable que haga que la ecuacion sea una proposicion cierta se

denomina raiz o solucion de la ecuacion dada. Decimos que tal valor de la variable
satisface la ecuacion.
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@ 1. ;Cuail de los nimeros
siguientes es solucién de la

ecuacion x> — 3x% + 4 = 0:

-2,-1,0,1,2?

Respuesta —1y 2

Asi, por ejemplo, 5 es una raiz de la ecuacién 2x — 3 = x + 2. De manera si-
milar, —2 es solucién de la ecuacién y> + 3y = 6 + 4y porque cuando —2 sustitu-
ye a y en la ecuacion, obtenemos

(=22 +3(-2) = 6 + 4(-2)

o bien, 4 — 6 = 6 — 8 que es una proposicién verdadera.
En forma andloga, 5 no es una raiz de la ecuacién > + 2¢t = 6 + 3¢ pues cuan-
do 5 reemplaza a ¢, se obtiene

(52 +2(5)=6+3(5

o bien, 25 + 10 = 6 + 15 que no es una proposicion verdadera. @ 1

A menudo estaremos interesados en encontrar las raices de alguna ecuacioén
dada (es decir, en determinar todos los valores de la variable que transforman la
ecuacién en una proposicion verdadera). El proceso de encontrar las raices se deno-
mina resolver la ecuacion. Al llevar a cabo este proceso, por lo general efectuamos
ciertas operaciones en la ecuacion que la transforman en una nueva ecuaciéon mas
facil de resolver. Tales simplificaciones deben realizarse en forma tal que la nueva
ecuacion tenga las mismas raices que la ecuacion original. Las dos operaciones si-
guientes producen nuevas ecuaciones, al mismo tiempo que cumplen con el reque-
rimiento de no alterar las raices de la ecuacién.

1. (PRINCIPIO DE ADICI()N) Podemos sumar o restar cualquier constante o
cualquier expresion algebraica que incluya la variable a ambos lados de la ecua-
cion.

2. (PRINCIPIO DE MULTIPLICACION) Podemos multiplicar o dividir ambos
lados de la ecuacidn por cualquier constante distinta de cero o cualquier expre-
sién no cero que incluya la variable.

(Observacion): La multiplicacién por una expresion puede producir una ecua-
cioén cuyas raices difieran de la ecuacion original, si la expresion se hace cero
para ciertos valores de la variable, como se ilustrard después).
Observe que de acuerdo con estos principios, debemos hacer la misma operacién en
ambos lados de la ecuacién.
Por ejemplo, consideremos la ecuacién

x—3=2 4)

Sumemos 3 a ambos lados de la ecuacién. Por el principio de adicién, esta opera-
cién no cambia las raices de la ecuacion.

x—3+3=2+3
Después de simplificar, resulta
x=5

Por tanto, concluimos que si x satisface la ecuacion (5) entonces x = 5 : 5 es la tni-
ca raiz de la ecuacion (5).
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@ 2. ;Son equivalentes las
siguientes parejas de ecuaciones?
a)l-2x=yyl-y=2x

b) 2x-1)=0yx=1

o) x+1DHx-1)=0yx-1=0
d) x=1y

1 1
x+x_1—1

T 1—x

Respuesta a) Si; b) si;

¢) no (x = —1 es una solucién
de la primera ecuacién pero
no de la segunda);

d) no (x = 1 es una solucién
de la primera ecuacién pero

no de la segunda)

Como un segundo ejemplo, consideremos la ecuacién
Sx=15 (6)

Dividimos ambos lados de la ecuacidén entre 5. Por el principio de multiplicacién,
esta operacién no cambiard las raices de la ecuacién dado que el nimero por el
que estamos dividiendo no es cero. Obtenemos

Se_15
5 5
o bien,
x=3

Asi, 1a tnica solucion de la ecuacion (6) es x = 3.

Dos ecuaciones que tienen exactamente las mismas soluciones se dice que son
equivalentes. Por tanto, las operaciones 1 y 2 transforman la ecuacién dada en una
nueva ecuacién que es equivalente a la ecuacién original. Al resolver una ecuacién
especifica, a veces tenemos que emplear estas operaciones varias veces.

Resuelva la ecuacion

EJEMPLO 1

5x—3=2x+9 (7
Solucién En primer lugar, restamos 2x a ambos lados de la ecuacién y simplifi-
quemos.
Sx—=3—-2x=2x+9—2x
Sx—=2x—3=2x—2x+9
3x—3=9 (8)
Ahora sumemos 3 a ambos miembros de la ecuacién y de nuevo simplifiquemos.

3x —3+3=9+3
3x=12 )

Por ultimo, dividamos ambos lados entre 3 (el cual no es cero).

12
3 3
x=4

Por tanto, la solucion de la ecuacion (7) esx = 4. @& 2

Observemos que la ecuacién (8) pudo obtenerse de la ecuacion (7) simplemente pa-
sando el término 2x del lado derecho al izquierdo y cambiando su signo. Obtendria-
mos:

Sx—3—-2x=9
o bien,

3x—3=9
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lo cual concuerda con la ecuacién (8). Otra vez, obtenemos la ecuacion (9) de la
ecuacion (8) pasando el término —3 del primer miembro al segundo y cambidndo-
le el signo. Obtendriamos

3x=9+3
o bien,
3x=12

De esta manera, podemos advertir que el principio de adicién antes establecido es
equivalente al siguiente: Podemos pasar cualquier término de un lado de una ecua-
cion al otro, cambiando su signo sin alterar las raices de la ecuacion.

De acuerdo con este principio, la ecuacién 5x + 3 = 2x es equivalente a 5x —
2x+3=003=2x— 5x

Segtin el principio de multiplicacién, cualquier expresion por la cual se multi-
plique o divida debe ser distinta de cero, y hay que tener cuidado de no multiplicar o
dividir la ecuacién por una expresion que pueda hacerse igual a cero. Por ejemplo,
consideremos la ecuacién

xr = 5x

Es claro que, x = 0 es una raiz de la ecuacién. Si dividimos ambos lados entre x, ob-
tenemos

x=15

Observemos que x = 0 no es una raiz de la ecuacidn resultante, aunque si era raiz de la
ecuacion original. El problema estriba en que dividimos ambos miembros entre x, que
puede ser cero, y esto viola el principio de multiplicacién. Al dividir entre x perdemos
una raiz de la ecuacién. Con el objeto de evitar estas trampas, debemos proceder con
cautela y no multiplicar o dividir entre una expresion que contenga a la variable, a
menos que estemos seguros de que esta expresion no pueda hacerse cero.

Una clase importante de ecuaciones consta de aquellas denominadas ecuacio-
nes polinomiales. En una ecuacién polinomial, los dos lados pueden constar de uno
o varios términos sumados algebraicamente; cada término incluye una potencia en-
tera no negativa* de la variable multiplicada por un coeficiente constante. El grado
de la ecuacidén polinomial es la mdxima potencia de la variable que aparece en la
ecuacion.

EJEMPLO 2
a) x> — 1 = 3x + 2 es una ecuaci6n polinomial de 2° grado.
b) x* — 3x* — 5x = 4 es una ecuacién polinomial de 4° grado.

¢) (x> + D/(x + 1) = 2x no es una ecuacién polinomial debido a que la frac-
cién incluye x en el denominador.

*En otras palabras, cada exponente es un nimero entero.
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Una ecuacion polinomial de grado 1 se denomina ecuacién lineal; en tanto
que una ecuacion polinomial de grado 2 se llama ecuacién cuadratica. Las ecua-
ciones lineales y cuadraticas serdn estudiadas en ésta y en las préximas dos seccio-
nes del libro. Damos la definicién siguiente.

DEFINICION La forma candnica de una ecuacion lineal en la variable x es
ax+b=0 (a#0)
donde a y b son constantes.

EJEMPLO 3

a) x — 4 = 0 es una ecuacién lineal. Pasando 4 al lado derecho y cambiando
su signo, obtenemos que x = 4. (Observacion: Esto es equivalente a sumar 4 a am-
bos lados). Asi, el nimero 4 es la Gnica solucién de la ecuacion.

b) 2x + 3 = 0 es una ecuacion lineal. Pasando el 3 al lado derecho, obtene-

mos 2x = —3; dividiendo entre 2, encontramos que x = —%. En consecuencia, —%

es la unica solucion de la ecuacion dada.

¢) En el caso general,
ax+b=0

podemos pasar la constante b al lado derecho, lo que da

ax = —b
Ahora dividimos entre a, obtenemos x = —b/a. Asi, la ecuacion lineal ax + b =0
tiene una y sélo una solucion, es decir, x = —b/a.

Obsérvese que al resolver estas ecuaciones, dejamos los términos que inclu-
yen x en el lado izquierdo de la ecuacién y pasamos los términos constantes al se-
gundo miembro. Esta es una estrategia general al resolver ecuaciones lineales. (La
usamos al resolver el ejemplo 1 que consideramos antes).

A menudo surgen ecuaciones que a primera vista no parecen ser lineales, pe-
ro que pueden reducirse a ecuaciones lineales mediante simplificaciones apropia-
das. Al efectuar tales reducciones, el siguiente procedimiento por etapas con fre-
cuencia es util.

Paso 1 Elimine las fracciones que aparezcan en la ecuacién multiplican-
do ambos miembros por el denominador comun de las fracciones involucradas.

Paso 2 Pase todos los términos que contengan a la variable al lado iz-
quierdo y todos los demds al lado derecho; simplifique entonces, si es posible,
reduciendo términos semejantes.

Paso 3 Pase todos los términos que contengan la variable al lado iz-
quierdo y todos los demds al lado derecho; simplifique entonces, si es posible,
reduciendo términos sejemantes.

Este procedimiento se aplica en los siguientes ejemplos.
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@ 3. Resuelva las siguientes
ecuaciones:

a) 3-2x=17

by 4—x=3x-4

¢) 3x +2)=28-x)

d) 31 —2x)=4—33x+4)

Respuesta a) -2
b)2;, ¢2; d8

EJEMPLO 4 Resuelva la ecuacién 3x — 4(6 — x) = 15 — 6x
Solucién

Paso1 Dado que no hay fracciones en la ecuacién, no necesitamos el paso 1.
Paso 2 Efectuando las operaciones indicadas por los paréntesis obtenemos

3x — 24 +4x =15 — 6x

Paso 3  Pasamos todos los términos que contienen a la variable al lado iz-
quierdo y los constantes al derecho, no olvidando cambiar sus signos; se obtiene

3x +4x + 6x =15 + 24
o bien,
13x = 39
Tenemos ahora una solucién dividiendo ambos lados entre 13, el coeficiente de x.

_ 39 _
x=53=3

o

EJEMPLO 5 Resuelva la siguiente ecuacion:
5x x—2 9 l( _2x—1)
3

3 4 4 2\*

Solucion Después de eliminar los paréntesis, podemos escribir la ecuacién dada
como

S5 x—2 _ 9 X 2x — 1

+
3 4 4 2 6

Con el objeto de eliminar las fracciones, multiplicamos ambos miembros por 12, el
denominador comiin, y simplificamos:

o) o) =) ) )

4(5x) = 3(x —2) =3(9) —6x +2(2x — 1)

20 —3x+6 =27 —6x + 4x — 2
Pasando los términos en x al lado izquierdo y los constantes al derecho, tenemos que
20 —3x+6x—4x=27—-2-6
19x =19
Por ultimo, dividimos ambos lados entre 19, para obtener x = 1, la solucién reque-
rida. @ 3
EJEMPLO 6 Resuelva la ecuacién

x—2t:3(x—y)
a Z

a) Parax; b)parat.
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a

@ 4. Despejer: S = N

Respuesta r =1 —alS

@ 5. ;Cudl es el error en lo
siguiente? Pedimos resolver
la ecuacién
1 h i X 3
x—2 2—x
Primero multiplicamos ambos
miembros por (x —2):

1=2x-2)-(x-3)
Esto es,

1=2x-4-x+3=x-1

Por tanto, x = 2 es una solucién.

Respuesta Cuando x = 2 la
ecuacion original tiene términos
no definidos. No hay solucién.

Solucion  Aqui el comin denominador es az. Multiplicando ambos lados por az
para deshacernos de las fracciones,

Z(x — 21) = 3alx — y)
xz — 2zt = 3ax — 3ay (10)

(Nétese que ni a ni z pueden ser cero, pues de otra forma la ecuacién dada tendria
una fraccién con denominador cero. En consecuencia, estd permitido multiplicar por
az).

a) Dado que estamos resolviendo para x, todas las demds letras involucradas
en la ecuacién se manejan como constantes. Pasando todos los términos que con-
tienen la variable x al lado izquierdo, y todos los términos sin x al derecho, obte-
nemos

xz — 3ax = —3ay + 2zt
x(z — 3a) = 2zt — 3ay

Dividamos ambos miembros de la ecuacion entre z — 3a, suponiendo que este fac-
tor no es cero.

_ 2zt — 3ay

z — 3a

b) Puesto que vamos a despejar ¢, s6lo mantendremos aquellos términos que
contengan la variable ¢ del lado izquierdo y pasaremos los demds términos al dere-
cho. En consecuencia, de la ecuacion (10),

—2zt = 3ax — 3ay — xz

Dividiendo ambos lados entre —2z, el coeficiente de ¢, el cual, como notamos antes,
no puede ser cero, obtenemos

[ = 3ax — 3ay — xz

1
= — (—3ax + 3ay + x
—2z 2z ( Y 2)

que es la solucion requerida para la variable . @ 4

EJEMPLO 7 Resuelva la ecuaciéon 2x + 12 =4(x*—-1)+x— 1

Solucion A primera vista, esta ecuacién no tiene la apariencia de una lineal de-
bido a la presencia de los términos x2. Sin embargo, veremos que se reduce a una
ecuacion lineal. Eliminemos los paréntesis y pasemos todos los términos que con-
tengan a x al lado izquierdo de la ecuacion. Asfi,

4 +4x+ 1 =42 -4 +x—1
42 +4x —4x2 —x=—-4—-1-1

Observemos que los términos 4x? se cancelan entre si (es decir, 4x> + 4x — 4x> —
x=(4—4x*>+ (4 — 1)x = 0x?> + 3x) y nos quedamos con

3x=—6

De aqui, la solucibones x = —2. @ 5
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I jcrCiCios 2-1

(1-10) Compruebe si el(los) nimero(s) dado(s) es(son) solu-
cién(es) de las ecuaciones correspondientes.

1.3x+7=12—-2x; 1

2.5t—=3=18+3(1—-19; 3

+ —
3‘14 2 :6 u; )
3u—1 u+1
P A L

3—y y_y+2;
5.x2=5x—-6; 2,5

6.y +12="Ty;4, -3

oo
Il
|
0=
W=

10.4x+l=3; 0
X

(11-14) Reduzca las siguientes ecuaciones a ecuaciones poli-
nomiales y declare el grado resultante.

1. 3 =72 +5=x(x>—1)+3x2 -2
12.  —2)v+5 =y - Dy +1)+7
13. 2+ 7=(y — 1)*+ 3y

4. u—1P2=@w+DHu+3)+5

(15-32) Resuelva las siguientes ecuaciones.

15.1+x=3—x 16. 3x +7 =3 + 5x
17. 2x — 5= —15—3x 18. 2 —7x=3x—-2
19. 4x —3)=8 —«x

20. 2x —5(1 —3x)=1—3(1 — 2x)
21.3-2(1—x)=5+"T7(x—3)

22. 6y =51 +2y)=3+2(1—y

23.3z—-2+4(1—2)=51—-27) — 12

24.5[1 =22z — )] = =33z — 1) + 1
25.1 2[4 —3(x+ D] =4x -5 —1
26. 3[2x + 1 —2Q2x — D] + 4 = 2[1 + 2(3 — )]

3x+7+ 1 +x
2 3

2x—7:5_3x—2
3 4

_2u—3=2—5u
4 3

Sy—6 _ 2-y

REE

27.

28.

29. 1 —3u

30.

3Lty +h+iy=21-2y—-4

1 1 2z
32. 5[1 + 402 - 1)} =

3

1
2

(33-40) Reduzca las siguientes ecuaciones a ecuaciones li-

neales y resuélvalas.

33 (x — 42 = (x -2

. x - Dx+3)=@+x—3)+1

35. 2+ (x + 12 = 2x — 1)(x + 3)

36. 3x — I)(x + 2) + 5x = (2x + D)(x — 3) + »?
37. 2x+ Dx— 1) +x2 =3 — Dx+2) -3
38. Bx+ D@x— 1) — 22 = (2x — 32 + 6x + 5
39. x(x + 2)(x + 4) + ¥ = 2(x + 1)}

40. (x + 1 + (x — 1) = 213

(41-44) Resuelva las siguientes ecuaciones para las variables

que se indican.

41. ax + by = cz: a) parax; b) parab

2.5= al_rl a)parar, b) para
- r
1 1 1
43, —+ —=—: g)parax, b)parat
x y t
2 3
4. =+ —=1: aparax, b)paray
xxy
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W 2-2 APLICACIONES DE ECUACIONES LINEALES

@ 6. En el ejemplo 1a), Amanda
tiene tantos pesos como Juan,
Jaime y Samuel juntos. ;Cudntos
tiene?

En el ejemplo 1¢). Si la primera
tienda tiene una ganancia de $30
en cada refrigerador y la segunda
tienda obtiene una ganancia de
$75. (En cudnto exceden las
ganancias mensuales de la primera
tienda las de la segunda?

Respuesta a) 3x + 2 pesos
b) 5x + 375 pesos

Los métodos algebraicos a menudo son titiles en la solucién de problemas aplicados
en diversos campos. En general, tales problemas se establecen en forma verbal; an-
tes de que podamos utilizar nuestras herramientas algebraicas, es necesario cambiar
las declaraciones verbales a proposiciones algebraicas correspondientes. El siguien-
te procedimiento por etapas con frecuencia es ttil en la aplicacion de este proceso.

Paso 1 Represente la cantidad desconocida (es decir, la cantidad que de-
be determinarse) mediante un simbolo algebraico, tal como x. En algunos proble-
mas, deben determinarse dos o mas cantidades; en tales casos, denotamos sélo
una de ellas con x.

Paso 2 Exprese todas las demas cantidades, si las hay, en términos de x.

Paso 3 Traduzca las expresiones verbales que aparezcan en el problema
en expresiones algebraicas en las cuales intervenga x. En este contexto, palabras
tales como es o era se traducen al simbolo algebraico =.

Paso 4 Resuelva la expresion o expresiones algebraicas de acuerdo con
los métodos algebraicos.

Paso 5 Transforme la solucién algebraica en forma verbal.

En problemas verbales, aparecen un ntimero de declaraciones que incluyen
frases tales como alguna cantidad mayor que o menor que cierto valor multiplicado,
digamos, dos veces o por la mitad de otra cantidad. Los ejemplos siguientes ilustran
cémo cambiar tales expresiones a términos algebraicos.

EJEMPLO 1

a) Si Juan tiene x pesos y Jaime 5 mds que Juan, entonces Jaime tiene (x + 5)
pesos. Si Samuel tiene 3 menos que Juan entonces Samuel tiene (x — 3) pesos.

b) Si Luis tiene una edad de x afios y su padre tiene 4 afios mds que el doble
de la edad de Luis, entonces su padre tiene (2x + 4) afios.

¢) Si cierto almacén vende x refrigeradores al mes y un segundo almacén ven-
de 5 menos que una tercera parte del anterior, entonces el segundo almacén vende
(3x — 5) refrigeradores. @ 6

Empezaremos con algunos ejemplos elementales que ilustran de la manera
mds sencilla posible la traduccion entre las formas verbales y algebraicas.

EJEMPLO 2 Determine dos enteros consecutivos cuya suma sea 19.
Solucion

Paso1 Dado que debemos encontrar dos enteros, debemos decidir a cudl de
ellos llamar x. Denotemos con x al entero mas pequefio.
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@ 7. Un tridngulo tiene dos lados
iguales y el tercero es 8 unidades
mads largo. Si el perimetro excede
al doble de la longitud del lado mas
corto en 20 unidades, ;cudles son
las longitudes de los tres lados?

Respuesta 12,12y 20

Paso 2 Luego, el segundo entero es x + 1, pues son consecutivos.
Paso3 La expresion suma de dos enteros se cambia a la expresion algebrai-
cax + (x + 1). La afirmacién de que esta suma es 19, equivale a la ecuacién
x+x+1)=19

Paso 4 Despejamos x.

2x+1=19
2x=19—-1=18

Paso 5 Por tanto, el entero mds pequefio es 9. El mayor, x + 1, es 10.
- 7

EJEMPLO 3 Un hombre tiene 7 aflos mas que su esposa. Hace 10 afios tenia el
doble de la edad de ella. ;Cudntos afios tiene é1?

Solucion Denotemos con x la edad actual del hombre. Dado que su esposa es 7
afios mds joven que €l, la edad actual de ella debe ser (x — 7) afios.

Hace 10 afios, la edad del hombre era 10 afios menos de lo que es ahora, de
modo que su edad era entonces x — 10. (Por ejemplo, si su edad actual es x = 38,
hace 10 afios tenia x — 10 = 38 — 10 = 28 afios). De manera similar, hace 10 afos
la edad de su esposa era de 10 afios menos de la que es ahora, por lo que (x — 7) —
10 0o x — 17. Nos dicen que al mismo tiempo la edad del hombre, x — 10, era el do-
ble de la edad de su esposa, x — 17. Asi, escribimos

x—10=2(x—17)
Simplificamos y despejamos x.

x—10=2x—34
x—2x=-23+10
—x=—24
x =24

La edad actual del hombre es de 24 afnos. Su esposa tiene 17. Hace 10 afios tenfan
14 y 7, respectivamente.

EJEMPLO 4 (Ingresos mensuales) Una vendedora gana un salario base de
$600 por mes més una comision del 10% de las ventas que haga. Descubre que en
promedio, le toma 1% horas realizar ventas por un valor de $100. ;Cudntas horas de-
bera trabajar en promedio cada mes para que sus ingresos sean de $2000?

Soluciéon  Supéngase que trabaja x horas por mes. Cada 3 horas, efectia ventas
por $100, de modo que cada hora promedia dos terceras partes de esto, es decir,
$(200/3) en ventas. Su comision es del 10% de esto, de modo que su comisién pro-
medio por hora es Z. Por tanto, en x horas ganard una comisién de (% )x délares.
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Agregando su salario base, obtenemos un ingreso mensual total de 600 + (%—O)x.
Esto debe ser igual a 2000, de modo que tenemos la ecuacién

600 + 2x = 2000

Resolviéndola llegamos a las ecuaciones siguientes:
Ly = 2000 — 600 = 1400
x = 55(1400) = 210

La vendedora deberd trabajar 210 horas por mes, en promedio, si desea alcanzar el
nivel de ingresos deseado.

EJEMPLO 5 (Utilidades) Un comerciante de ganado compré 1000 reses a $150
cada una. Vendi6 400 de ellas obteniendo una ganancia del 25%. ;A qué precio de-
berd vender las restantes 600 si la utilidad promedio del lote completo debe ser del
30%?

Solucion  Su ganancia por cada una de las 400 reses ya vendidas es del 25% del
precio de costo, que es el 25% de $150, o bien, $37.50. En 400 reses, su ganancia
fue de $37.50 X 400 = $15,000. Sea x ddlares el precio de venta de las restantes
600 reses. Entonces, su utilidad por res es x — 150 y su ganancia por las restantes 600
es 600(x — 150) ddlares. Por tanto, su ganancia total por la venta completa es

15,000 + 600(x — 150) ddlares

Esta ganancia deberd ser el 30% del precio que él pago por las 1000 reses, es decir,
el 30% de $150,000. Esto es igual a $[%(150,000)], o bien $45,000. As{, tenemos
la ecuacién

15,000 + 600(x — 150) = 45,000
Ahora resolvemos:
15,000 + 600x — 90,000 = 45,000

600x = 45,000 — 15,000 + 90,000 = 120,000

. 120,000 _
600

200

El comerciantes debe vender las restantes reses a $200 cada una para lograr una ga-
nancia del 30%.

Si una cantidad de dinero de P délares se invierte a un afio a una tasa de inte-
rés anual de R por ciento, la cantidad de interés anual esta dada por

I=P R dolares
100

Por ejemplo, una suma de $5000 invertida al 6% anual producird una cantidad de
interés cada afio dada por

6
1= $5000 (— | = $300
$ (100) s
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@ 8. ;Cuadl es el interés anual
sobre

a) $4000 a 9%?

b) $20,000 a 11%?

Respuesta a) $360; b) $2200

Si este interés se retira cada afio, entonces tanto el capital P como el interés /
permanecen sin cambio de un afio a otro. @ 8

EJEMPLO 6 (Inversiones) La sefiora Cordero va a invertir $70,000. Ella quiere
recibir un ingreso anual de $5000. Puede invertir sus fondos en bonos del gobierno
aun 6% o, con un riesgo mayor, al 8.5% de los bonos hipotecarios. ;Cémo deberia
invertir su dinero de tal manera que minimice los riesgos y obtenga $5000?

Soluciéon Sea la cantidad invertida en bonos del gobierno x pesos. Entonces la
cantidad invertida en bonos hipotecarios es (70,000 — x) pesos. El ingreso recibido
por los bonos gubernamentales al 6% es de 15;x pesos. El ingreso percibido por los
bonos hipotecarios al 8.5% es

%(70,000 — X) pesos = 1?)%(70,000 — X) pesos

Dado que el ingreso total recibido por los dos tipos de bonos debe ser de $5000,

68 70,000 - x) = 5000
100~ 1000

Multiplicamos ambos lados por 1000 y despejamos x:

60x + 85(70,000 — x) = 5,000,000

60x + 5,950,000 — 85x = 5,000,000
—25x = 5,000,000 — 5,950,000

—950,000

950,000
= T = 38,000
s

En consecuencia, la sefiora Cordero deberia invertir $38,000 en bonos del gobierno
y los restantes $32,000 en bonos hipotecarios. Ella podria aumentar su ingreso in-
virtiendo una proporcién mds grande de su capital en bonos hipotecarios, pero incre-
mentaria su riesgo.

EJEMPLO 7 (Problema de mezclas) Una compaiifa vitivinicola requiere pro-
ducir 10,000 litros de jerez encabezando vino blanco, que tiene un contenido de
alcohol del 10%, con brandy, el cual tiene un contenido de alcohol del 35% por vo-
lumen. El jerez debe tener un contenido de alcohol del 15%. Determine las canti-
dades de vino blanco y de brandy que deben mezclarse para obtener el resultado
deseado.

Solucion Sean x los litros de brandy usados en la produccién de 10,000 litros de
jerez. Luego, el volumen de vino blanco usado debera ser de (10,000 — x) litros.
Puesto que el brandy contiene 35% de alcohol, la cantidad de alcohol en x litros de
brandy es > x. De manera similar, el vino contiene 10% de alcohol, de modo que
(10,000 — x) litros de vino contienen % (10,000 — x) litros de alcohol. Por tanto, la
cantidad total de alcohol en la mezcla serd de

35 | .
0% + m (10,000 — x) litros
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@ 9. En el ejemplo 7, si 400
litros de brandy se combinan con

600 litros de jerez, ;cuadl serd el
porcentaje de alcohol en la mezcla?

Respuesta 23%

La mezcla debe contener 15% de alcohol, por lo que los 10,000 litros deberian con-
tener % (10,000) = 1500 litros de alcohol. Por tanto, tenemos la ecuacion

3% + (10,000 — x) = 1500

Resolviendo obtenemos las siguientes igualdades:

55 x + 1000 — {5x

= 1500
3% — dx = 1500 — 1000 = 500
35x — 10x = 50,000
25x = 50,000
50,000
= 220 2000
. 25

En consecuencia, 2000 litros de brandy y 8000 litros de vino deben mezclarse.

- 9

I jcrcicios 22

(1-3) SiJuan tiene x ddlares, ;cudntos ddlares tendra Julia en
cada caso?

1.
2.
3.

Ella tiene $4 mds que Juan.
Ella tiene $3 menos del doble de lo que tiene Juan.

Ella tiene $2 mds que la mitad de lo que tiene Juan.

(4-7) Si José tiene x afios y Julia es 4 afios mds joven, ;qué
edad tiene Alfredo en cada caso?

4.
5.

10.

Alfredo tiene 3 afios mds que Julia.

Alfredo es 1 afio mayor que la edad promedio de José y
Julia.

. Alfredo es 10 afios menor que la suma de las edades de Jo-

sé y de Julia.

. Alfredo es 2 afios menor que cinco veces la diferencia de

las edades de José y de Julia.

. Bruno y Jaime juntos tienen $75. Si Jaime tiene $5 mds

que Bruno, ;cudnto dinero tiene Jaime?

. En una clase de matematicas para la administracién hay 52

estudiantes. Si el nimero de chicos es 7 mds que el doble
de chicas, determine el nimero de chicas en la clase.

Un padre es tres veces mayor que su hijo. En 12 afios, €l
tendrd el doble de la edad de su vastago. ;Qué edades tie-
nen el padre y el hijo ahora?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hace cinco afios, Maria tenia el doble de la edad de su her-
mano. Encuentre la edad actual de Maria si la suma de sus
edades hoy es de 40 afios.

Susana tiene 3 monedas mds de cinco centavos que de diez
centavos, y 5 monedas mds de diez centavos que monedas
de veinticinco centavos. En total tiene $2.10. ;Cudntas mo-
nedas de cada una tiene?

Yo tengo el doble de monedas de diez centavos en mi bol-
sillo que de monedas de veinticinco centavos. Si tuviera 4
monedas menos de diez centavos y 3 monedas mds de
veinticinco centavos, tendria $2.60. ;Cudntas monedas
de diez centavos y de veinticinco centavos tengo?

(Inversiones) Un hombre invierte al 8% el doble de la can-
tidad que destina al 5%. Su ingreso total anual por las dos
inversiones es de $840. ;Cudnto invirti6 a cada tasa?

(Inversiones) Un colegio destina $60,000 a un fondo a fin
de obtener ingresos anuales de $5000 para becas. Parte de
esto se destinard a inversiones en fondos del gobierno a un
8% y el resto a depdsitos a largo plazo a un 10.5%. ;Cuan-
to deberdn invertir en cada opcién con objeto de obtener el
ingreso requerido?

(Inversiones) Los miembros de una fundacion desean in-
vertir $18,000 en dos tipos de seguros que pagan dividen-
dos anuales del 9 y 6%, respectivamente. ;Cudnto deberdn
invertir a cada tasa si el ingreso debe ser equivalente al que
produciria al 8% la inversion total?



17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

W 2-3 ECUACIONES CUADRATICAS

(Inversion) Una persona invirtié6 $2000 mds al 8% que al
10% y recibi6 un ingreso total por intereses de $700 por un
afio. ;Cudnto invirtié a cada tasa?

(Inversion) Una compaiiia invierte $15,000 al 8% y
$22,000 al 9%. (A qué tasa debe invertir $12,000 restantes
de modo que el ingreso por los intereses anuales de las tres
inversiones sea de $4500?

(Precio de venta) Durante una venta de liquidacién un ar-
ticulo tiene marcada una rebaja de 20%. Si su precio de li-
quidacién es $2, ;cudl era su precio original?

(Precio de mayoreo) Un articulo se vende por $12. Si la
ganancia es de 50% del precio de mayoreo, (cudl es el pre-
cio de mayoreo?

(Porcentaje de descuento) Un comerciante ofrece 30% de
descuento sobre el precio marcado de un articulo, y atin as{
obtiene una ganancia del 10%. Si al comerciante le cuesta
$35 el articulo, ;cudl debe ser el precio marcado?

(Mezclas) Diez libras de cacahuates que tienen un precio
de 75¢ por libra y 12 libras de nueces valen 80¢ por libra
se mezclan con pacana que tiene un valor de $1.10 por li-
bra para producir una mezcla que vale 90¢ por libra.
(Cudntas libras de pacana deben utilizarse?

(Mezclas) (Qué cantidad de una solucién de 4cido al 10%
debe mezclarse con 10 onzas de una solucién de acido al
15%, para obtener un solucién de 4cido al 12%?

(Mezclas) (Qué cantidad de agua debe agregarse a 15 on-
zas de una solucién de 4cido al 20%, para obtener un solu-
cion de 4cido al 12%?

(Mezclas) Una muestra de agua de mar tiene un contenido
de 20% de sal. Se agrega agua pura para obtener 75 on-
zas de una solucién salina al 8%. ;Cudnta agua de mar es-
taba en la muestra?

(Mezclas) (Cudnta agua debe evaporarse de 300 onzas de
una solucién salina al 12% para obtener una solucién sali-
na al 15%?

Una ecuacion del tipo

27.

28.

29.

30.

31.

32.

ax*+bx+c=0

(Mezclas) La sustancia A contiene 5 miligramos de nia-
cina por onza, y la sustancia B contiene 2 miligramos de
niacina por onza. ;En qué proporciones deben mezclarse
Ay B, de modo que la mezcla resultante contenga 4 mili-
gramos de niacina por onza?

(Agricultura) Una cosecha de papas da un promedio de
16 toneladas métricas de proteina por kilémetro cuadrado
de drea plantada; mientras que el maiz produce 24 tonela-
das métricas por kilémetro cuadrado. ;En qué proporcio-
nes deben plantarse las papas y el maiz para obtener 21 to-
neladas de proteina por kilémetro cuadrado de la cosecha
combinada?

(Utilidades de fabricantes) A un fabricante le cuesta
$2000 comprar las herramientas para la manufactura de
cierto articulo casero. Si el costo para material y mano
de obra es de 60¢ por articulo producido, y si el fabricante
puede vender cada articulo en 90¢, encuentre cudntos ar-
ticulos debe producir y vender para obtener una ganancia
de $1000.

(Ganancia en periodicos) El costo de publicar cada copia
de una revista semanal es de 28¢. El ingreso de las ventas
al distribuidor es 24¢ por copia y de los anuncios es de
20% del ingreso obtenido de las ventas en exceso de 3000
copias. ;Cudntas copias deben publicarse y venderse cada
semana para generar una utilidad semanal de $1000?

(Venta de automdéviles) Un vendedor de autos usados com-
pré dos automoviles por $2900. Vendié uno con una ga-
nancia de 10% y otro con una pérdida de 5%, y aun obtu-
vo una ganancia de $185 en la transaccién completa. En-
cuentre el costo de cada automdvil.

(Salario) Un empresario estd estableciendo un pequefio
negocio. Sus costos fijos son $720 semanales, y planea em-
plear 48 horas de mano de obra semanales. El desea asegu-
rar que su ganancia sea igual al costo de la mano de obra 'y
que su producto se venda a s6lo 40% sobre el costo total.
(Qué salario por hora debe pagar? Si fabrica 70 articulos
por semana, ;a qué precio debe venderlos?

(a #0) (1)

donde a, b y ¢ son constantes, se denomina una ecuaciéon cuadratica en la variable x.
Existen tres métodos para resolver una ecuacién de ese tipo: factorizando,
usando la férmula cuadratica y completando el cuadrado. Cualquiera que sea el mé-
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@ 10. Resuelva cada ecuacion:

a) x-2)x+4)=0
b) y +2)2y-5=0

Respuesta a) x =204
by y=-203

todo que se utilice, la primera etapa en la resolucién es disponer la ecuacién en la
forma estandar de la ecuacidn (1). En esta forma, el lado derecho de la ecuacion es
cero y en el lado izquierdo se encuentran los términos en x2, en x y las constantes.
El procedimiento para llegar a esta forma estdndar es, por tanto, en primer término,
eliminar todas las fracciones que aparezcan multiplicando toda la ecuacién por su
denominador comun; luego eliminamos los paréntesis; enseguida pasamos todos los
términos al lado izquierdo de la ecuacidn y, por dltimo, simplificamos los términos
semejantes.

Los siguientes ejemplos ilustran este procedimiento, junto con el método de
factorizacion.

EJEMPLO 1 Resuelva la ecuacién 3(x2 + 1) = 5(1 — x)
Solucién No hay fracciones en esta ecuacién. Eliminando los paréntesis, encon-
tramos que

3x2+3=5-15x

Después de que todos los términos de la derecha se pasan al primer miembro, la
ecuacion se transforma en

3x2+3—-5+5x=0
o bien,
3x2+5x—2=0

Asi, tenemos una ecuacién cuadratica con coeficientes a = 3, b =5y c = —2. Al
utilizar el método de factorizacidn, factorizamos la expresién de la izquierda. En es-
te ejemplo,

32 +5x—2=0Cx—Dx+2)
y asi, la ultima ecuacién toma la forma:
BGx—DHx+2)=0

El producto de los dos factores (3x — 1) y (x + 2) es cero. Ahora utilizamos la
siguiente propiedad de los niimeros reales:

Propiedad del factor cero:

Si A y B son nimeros reales y AB = 0, entonces A = 0 o B = 0 o ambos son
iguales a cero.*

En consecuencia, 3x — 1 = 0ox + 2 = 0. En el primer caso, 3x = 1, de donde x =
1. Enel segundo, x + 2 = 0 implica que x = —2. Asi, x = } ox = —2; estos nime-
ros nos dan las dos raices de la ecuacién dada. @ 10

* El producto de dos factores no pueden ser cero, a menos que uno de los dos factores sea cero.
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@ 11. Resuelva por

factorizacion:

22 +x-21=0

Respuesta x =3 0 —

A
2

Observemos que el punto crucial del método de factorizacién consiste en escri-
bir la expresién cuadrética ax?> + bx + ¢, que es la forma estdndar de la ecuacién
como el producto de dos factores lineales. Dado que este producto estd igualado a ce-
ro, se sigue que alguno de los factores debe ser cero.

EJEMPLO 2 Resuelva 2x +3)3x — 1) = —4

Solucién  Escribimos la ecuacion dada con su lado derecho igual a cero y simpli-
ficamos.
2x+3)Bx—1)+4=0
6x24+7x—=3)+4=0
6x>+7x+1=0

Factorizando,
Gx+ DHx+1)=0
Por tanto, tenemos las siguientes igualdades:

6x+1=0 obien x+1=0
6x = —

X = -

x= -1

o= —

Las raices buscadas son —¢y —1. @ 11

Formula cuadratica

Recordemos que en nuestro trabajo anterior en dlgebra vimos que las raices de la
ecuacion cuadrdtica

ax* +bx+c¢c=0 (a #0)

estan dadas por la formula cuadratica:

—b £ Vb* — 4ac
2a

X =

Esta férmula es utilizada ampliamente y debe memorizarse. (Asimismo, se probara
al final de esta seccidn).

Para resolver una ecuacién cuadrética, podemos usar esta férmula de la si-
guiente manera. En primer lugar, reducimos la ecuacién a la forma estandar. Luego,
identificamos a, b y c, los tres coeficientes que aparecen en la forma estdndar, y
simplemente sustituimos estos coeficientes en la férmula cuadratica.

EJEMPLO 3 Resuelva la ecuacién 2x + 3)3x — 1) = —4

Soluciéon Esta ecuacion se resolvié por el método de factorizacion en el ejemplo 2;
ahora la resolveremos usando la férmula cuadratica.
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La ecuacién considerada al expresarse en la forma estindar (véase ejem-
plo 2) es

6x2+7x+1=0

Comparando ésta con la ecuacién general ax?> + bx + ¢ = 0, tenemos que a = 6,
b =7y c = 1.Laférmula cuadrética da las siguientes igualdades:

_ —b*= VP — dac
2a

—7 = V49 — 4(6)(1)
2(6)

-7 +V25

De aqui, las raices son —¢ y —1, mismas que se encontraron en el ejemplo 2.

Observacion El método de factorizacién con frecuencia es un método mas
rapido de resolucién de una ecuacién cuadratica que el método de la férmula, pero
en algunas ocasiones es dificil reconocer los factores. Mds atin, muchas expresiones
cuadrdticas no tienen factores racionales; en tales casos, es imposible factorizar por
inspeccioén.

EJEMPLO 4 Resuelva la ecuacién 2x2 —x —2 =10
Solucién Comparando la ecuacién dada con la forma estandar ax> + bx + ¢ = 0,

advertimos que los coeficientes son a = 2, b = —1 y ¢ = —2. De este modo, tene-
mos las igualdades siguientes:

.= —b = Vb*— dac
2a
_ (== V(=12 — 42)(-2)
22
C1+Vitie
= 4
_ 1=V
4
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@ 12. Resuelva la ecuacion: En consecuencia, las raices son ;(1 + V17) = 1.281 y }(1 — V17) = —0.781.*
X-3x+1=0 * 12

-1
Respuesta x =7 (3 = V) EJEMPLO 5 Resuelva la ecuacién x* —3x2 -7 =0

Solucion Como aparece, esta ecuacion no es una ecuacion cuadratica. Sin embar-
g0, si hacemos x? = z, obtenemos

2-3z2-7=0
que es una ecuacion cuadratica para z. De la férmula cuadratica tenemos las so-
luciones

G V(=32 —4()(=7) _ 3 =V37

21 2
Estas son z =~ 4.54 y z = —1.54. Pero, como z = x2, entonces z no puede ser nega-
tiva, de modo que sélo aplica la primera de estas raices. Tomando su raiz cuadrada,
entonces

@ 13. Resuelva las ecuaciones:
a) xX-7x*-8=0 - + l(3+'\/§)z+ 454~ +213 @& 13
b) ¥—T2-8=0 LAY Y -V -

Completar el cuadrado

El tercer método de resolver ecuaciones cuadraticas se denomina completar el cua-
drado. La propiedad subyacente de los nimeros reales es la siguiente:

Propiedad de la raiz cuadrada:
Si X2 = A, donde A = 0, entonces X = +VA

Por ejemplo, si X? = 3, entonces X = +V3=173 0 X=-V3=~—-173. El
objetivo de este método es escribir la ecuacién cuadrdtica en la forma X? = A, donde
A es algin nimero y X es una expresion lineal que incluye la variable x. Expli-
caremos este método por medio de la siguiente ecuacién cuadrética particular

X+6x—7=0 2)
Escribamos esta ecuacion en la forma equivalente:
x2+6x=7 3)
De la identidad del cuadrado de un binomio tenemos
x+3)2=x24+2-x-3+3%=x2+6x+9 “4)

Comparando el lado derecho de la ecuacién (4) con el izquierdo de la ecuacién (3),
notamos que sélo difieren por la constante 9. De esta manera, si sumamos 9 a ambos

miembros de la ecuacion (3),
Respuesta a) x =2 o -1

by x==*V8 2+6x+9=7+9=16
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@ 14. Resuelva las ecuaciones:
a) ¥*-9=0

b) x+ 1) =4

) (x+1)2=—4

Respuesta a) x = £3
byx=1,-3
¢) no hay solucién

@ 15. Complete el cuadrado en
cada caso:

a) ¥*—4x=1

b) 3x2+2x =1

¢) 2y*+5y+2=0

Respuesta a) (x—2)>=5
b) (x+ 3P =3

9
Sp=29
c)(y+4) 16

0, en otras palabras,
x+3)2=16

Ahora esta ecuacion se resuelve facilmente tomando la raiz cuadrada en ambos
lados.
x+3=4 x+3=-4

En consecuencia, x=4—3=1 o0 x= —4 — 3 = —7. Las dos soluciones son
x=1lyx=-7 @& 14

Queda ahora la pregunta siguiente: ;por qué decidimos, a partir de la ecuacién
(3), considerar la cantidad (x + 3)2? En realidad, ;por qué no consideramos (x — 3)?
0 (x + 57)*? La razén es que, después de desarrollar el cuadrado del binomio, que-
rriamos que el resultado coincidiera con el primer miembro de la ecuacién (3) por
lo que a los términos en x* y en x se refiere. Por ejemplo, si hubiésemos elegido
(x — 3)2, tendriamos (x — 3)? = x> — 6x + 9; si bien el término en x? es el mismo
que el del lado izquierdo de la ecuacidn (3), el término en x es diferente. Con el pro-
poésito de obtener el mismo coeficiente en x que en la ecuacién (3) debemos consi-
derar (x + k)?, donde k es la mitad del coeficiente de x que aparece en la ecuacién
(3) (es decir, k es igual a la mitad del coeficiente de 6, o sea 3).

El procedimiento de resolucién de una ecuacién cuadritica completando el
cuadrado se esboza en los siguientes pasos:

o bien

Paso 1 Dividamos toda la ecuacién entre el coeficiente de x2.

Paso 2 Pasamos el término constante al segundo miembro.

Paso 3 Sumamos k? a ambos lados de la ecuacion, en donde k es la mitad
del coeficiente de x que aparece en el primer miembro.

Paso 4 Abhora, el lado izquierdo de la ecuacién es el cuadrado perfecto
(x + k)%, de modo que la solucién se obtiene extrayendo la raiz cuadrada a am-

bos lados.

EJEMPLO 6 Resuelva la ecuacién 2x> — x — 2 = 0 completando el cuadrado.
Solucién

Paso 1 Dividiendo toda la ecuacion entre 2,

¥—=3x—-1=0

Paso 2 ¥—-Ix=1

Paso 3 El coeficiente de x es —%. Debemos tomar a k£ como la mitad de esto,
es decir, —. Asi, debemos sumar k> = (—)?> = { a ambos lados.

R=txt =1+ =1

Paso 4 El primer miembro de esta ecuacién es ahora (x + k)2, es decir,

[x + (=] De modo que

— 1y =17
=9 =1

Extrayendo raiz cuadrada a ambos lados, encontramos que

ol 7 v
4 16 4

y por tanto x = + = V17/4. (Esto concuerda con las raices encontradas en el ejem-

plo4). @ 15
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Terminamos esta seccién deduciendo la férmula cuadratica para la ecuacion
cuadrdtica ax?> + bx + ¢ = 0, con a # 0. La demostracién sigue el método de com-
pletar el cuadrado. Empezamos pasando el término constante a la derecha:

ax* + bx = —c
Dividiendo ambos lados entre a (esto es posible dado que a # 0),
X2+ éx =< 5)
a a

De acuerdo con el método de completar cuadrados, debemos dividir el coefi-
ciente de x (que es b/a) entre 2, (dando b/2a) y el cuadrado del resultado sumarlo a
ambos lados. Asi, tenemos las igualdades siguientes:

2 2 _ 2
x2+2x+ b __c b \*_ —4ac+b
a 2a a 2a 4a?

Pero el primer miembro es (x + b/2a)?, como puede comprobarse por la férmula del
cuadrado de un binomio. Por tanto,

2 _
x_’_iZ:b 4ac
2a 4a?

Después de extraer raiz cuadrada a ambos lados, encontramos que

x+i=i b2—4ac:i Vb2 — 4ac
2(,1 402 2d

Por tanto,

—b = Vb — dac
2a

X =

como se requeria.

Una observacion final: La cantidad D = b? — 4ac se denomina el discrimi-
nante. Si D = 0, el término dentro de la raiz cuadrada de la férmula cuadratica se
hace cero. En este caso, las raices de la ecuacién coinciden, de modo que no hay rai-
ces distintas. Por ejemplo, una ecuacién de este tipo es la ecuacién cuadritica
x2 — 10x + 25 = 0, la que sélo tiene la raiz x = 5.

Si D < 0, la cantidad dentro de la raiz cuadrada es negativa. En este caso, la
ecuacién cuadritica ax> + bx + ¢ = 0 no tiene raices que sean nimeros reales. Por

ejemplo, consideremos la ecuacién x> —2x+2=0(enlacuala=1,b= -2y
¢ = 2). De la férmula cuadrética, tenemos que
‘= —b = Vb> - dac
2a
_ —(=2) = V(=2 - 412
2(1)
_2*xVvV-4
2
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Pero la expresién V —4 no tiene sentido como nidmero real, por tanto, con-
cluimos que la ecuacién dada no tiene raices reales.*

I jcrcicios 23

(1-22) Resuelva las siguientes ecuaciones por factorizacion.

2.2+3x+2=0

1.
3.
5.
7.
9.
11.

13.

15.
17.

19. x +3)x—3)=x—9

21.

X+5x+6=0
X*+9x+14=0
¥+4x+4=0
X=Tx+12=0
X—=1=0
xX*—8=0
6x2+%x+i:0
22+ 5x+3=0

6x>+x—2=0

X*=5x2+4=0

4.
6.
8.
10.
12.

14.

16.
18.
20.

22. x*=3x2+2=0

x2

x2

(23-34) Resuelve las siguientes ecuaciones por la férmula
cuadrdtica.

23. 2 +3x+1=0
25.2x2+3x—4=0
27.x2+x—-3=0

24, 2 —4x+2=0
26. 3x2+6x—2=0
28. 4x2—12x+9=0

—5x+6=0
—6x+9=0

X2+2x—3=0

29. 4x2 +20x +25=0 30. 2x2+5x—3=0

2—=25=0
3L5x(x+2)+6=3
4x2 —5x =0
32. @x— D2x+3)=18x—4
x2 10
7+?X+2:0 33, (x + 12 =2(x — 1)? 34. 2x+ 12 =3(x + 12

32=1lx+10=0

42 —4x—15=0

2 1.1 _
6x x—5=0

(35-44) Resuelva las siguientes ecuaciones completando el
cuadrado.

36. 2 +2x—4=0
38. 2 +5x+5=0
40. 22— 14x+1=0

35.2+6x—1=0
37.x2—-3x—1=0
39.4x2—-8x—3=0

* Las cantidades que son raices cuadradas de nimeros negativos se denominan nimeros imaginarios. En
particular, V=1 se llama unidad imaginaria y se denota mediante i. Por ejemplo, de esta manera pode-
mos escribir V—4 = 'V @H(—1= 2V =1 = 2i. En forma parecida, todo nimero imaginario puede es-
cribirse en la forma iB, donde B es algin niimero real.

La solucién del dltimo ejemplo puede escribirse en la forma

x=5Q=xV-dh=Stex2)=1=i

Observemos que estas soluciones constan de dos partes, una parte real, la cual es 1, y una parte imagi-
naria, que es i o —i, que depende de la raiz que tomemos. Cualquier niimero que puede escribirse como
la suma de un nimero real y un nimero imaginario se denomina nimero complejo. En general, un ni-
mero complejo tiene la forma A + iB, donde A y B son nimeros reales.

Asi, cuando b2 — 4ac > 0, las soluciones de una ecuacién cuadritica constan de dos nimeros rea-
les distintos. Si b> — 4ac = 0, existe una dnica solucién y es un nimero real. Y cuando b* — 4ac < 0,
existen dos soluciones distintas que son nimeros complejos.

Todas las operaciones ordinarias se pueden realizar con nimeros complejos. Sélo debemos recor-
dar que > = —1.
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41.
42,
43.

Tx+3x2—5=x—3
2x(4x — 1) =4 + 2x
x(x+ Dx+3)=x+2)>

(45-68) Resuelva las siguientes ecuaciones por el método apro-

52+7=0
202 + 1) = 5x
(Bx +5)@2x —3) = -8

X2=2x—Dx+2)

65. x* —3x2—4=0 66.2x* —x*—1=0
67. 2x23+ x'/3—-1=0 68. x2/5 —3x!/5+2=0
69. Resuelva s = ut + 5 g2 para t

70.

71.
72.
73.
74.

2a
Resuelva s = para a
1+ a?

Resuelva A = 2@wR(R + H) para R
Resuelva A = 2x? + 4xy para x
Si 2 es una raiz de x2 — kx + 2 = 0, encuentre la otra raiz.

Si —1 es una raiz de 2x? + 5x + k = 0, encuentre la otra
raiz.

%xz — %x =x—1 75. Utilice la férmula cuadrética para resolver la ecuacién
2 11 X2=-2xy+1-3>=0
—=—x+1

3 6

2x*—3x—1=0

3x2=5x—3

4. x+ 1P —(x— 1P =8x

piado.

45. 6x2 = 11 46.

47. 6x2 = 11x 48.

49. 15x* = 40(x + 2) 50.

51. 3x(2x — 5) = —4x — 3

52. (x + 1)2 =242 53.

54. 2x(x + ) =x2—1 55.
)

56.?+2x=1+x 57.

58. 5x2 — Jx = 4x + 1 59.

60. x2+3x—2=0 61.

62. 2x2=5x—2

63. 2x+3)x+DH=x+2)x—1)+2

64.

Gx—Dx+2)=2x— Dx+3)+5

76.

a) Para x en términos de y

b) Paray en términos de x

Utilice la férmula cuadratica para resolver la ecuacién
32 -2 =xy + 1

a) Para x en términos de y

b) Para y en términos de x

2-4 APLICACIONES DE ECUACIONES CUADRATICAS

EJEMPLO 1 Sue es 7 afios mayor que Bobby. Si el producto de sus edades es 60,
(cudl es la edad de Bobby?

Solucion Dendtese con x la edad de Bobby. Entonces Sue tiene x + 7 afios. Es-
tamos diciendo que el producto

(Edad de Bobby) - (Edad de Sue) = x(x + 7) = 60

Esto es,

x4+ 7x-60=0

lo cual se factoriza como (x — 5)(x + 12) = 0, de modo que x = 5o x = —12. Pe-
ro, x no puede ser negativa, por lo que la edad de Bobby es 5.

EJEMPLO 2 Una caja sin tapa se fabricard a partir de una hoja rectangular de ho-
ja de lata cortando, cuadrados de 4 pulgadas de cada esquina y doblando los lados
hacia arriba. Si el ancho de la caja es de 3 pulgadas menos que el largo y la caja con-
tiene 280 pulgadas ctibicas, encuentre las dimensiones de la hoja de lata.
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@ 16. Resuelva el ejemplo 2 si

el ancho es 4 pulgadas menor que el
largo, y el volumen es de 240
pulgadas ctbicas.

Respuesta 14 X 18 pulgadas

Solucion  Si denotamos con x pulgadas el ancho de la caja, entonces su largo es
(x + 3) pulgadas y su altura 4 pulgadas. (Véase la figura 1). El volumen de la caja
estd dado por

(Largo)(Ancho)(Altura) = (x + 3)(x)(4) = 4x(x + 3)

FIGURA 1

Pero la caja contiene 280 pulgadas ctibicas, de modo que
4x(x + 3) = 280
Dividiendo ambos lados entre 4, tenemos

x(x +3)=170
x2+3x-70=0 @)

Comparando esto con la férmula cuadrética ax?> + bx + ¢ = 0 tenemosa = 1, b =
3, ¢ = —70. Entonces, por la férmula cuadratica las raices de (i) estdn dadas por

_ —=b Vb —dac
2a
=3+ V9 —4(1)(—70)
2(1)

—3*V9+ 280
2

-3 *17
2
-3+ 17 -3 —-17
L S L
2 2
=7 o —10

Pero x = —10 no es aceptable, ya que x representa el ancho de la caja, y el ancho
no puede ser un nimero negativo. Asi x = 7.

Las dimensiones de la hoja de lata antes de que le cortemos las esquinas son
x + 8y (x+ 3) + 8. Yaque x = 7, las dimensiones son 15 y 18 pulgadas. @ 16

EJEMPLO 3 (Renta de apartamento) Steve es propietario de un edificio de apar-
tamentos que tiene 60 departamentos. El puede rentar todos los departamentos si co-
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@ 17. En el ejemplo 3, ;cudl es
el ingreso total por rentas, cuando
la renta es de $200 mensuales?

Respuesta $200 X 56

@ 18. Una compaiiia vende su
producto a $9 por unidad. Cuesta
$(4x + 3000) producir x unidades
por semana. ;Cudles son los
ingresos y las ganancias de la
compaififa, si x unidades se
producen y venden por semana?

Respuesta Ingreso = 9x,
utilidad = 5x — 3000

bra una renta de $180 mensuales. A una renta mayor, algunos de los departamentos
permanecerdn vacios; en promedio, por cada incremento de $5 en la renta, 1 depar-
tamento quedard vacante sin posibilidad de rentarlo. Encuentre la renta que debe co-
brar por cada departamento para obtener un ingreso total de $11,475.

Solucion Dendtese con n el ndmero de incrementos de 5 délares. Entonces, el au-
mento en la renta por departamento es Sn délares, lo cual significa que la renta por
departamento es (180 + 5n) ddlares. Asi, el nimero de unidades no rentadas serd n,
de modo que el nimero de rentados serd 60 — n. La renta total que €l recibird esta
dada por

Ingreso por la renta = (Renta por depto.) X (Nimero de deptos. rentados)
Por tanto,
11,475 = (180 + 5n)(60 — n)
o bien,
11,475 = 5(36 + n)(60 — n)
Dividiendo ambos miembros entre 5,

2295 = (36 + n)(60 —n) = 2160 + 24n — n?

Por tanto,

nr-24n+ 135=0
n-9n-15=0

Por lo que n = 9 o 15. Por consiguiente, la renta debe ser 180 + 5n, que es 180 +
45 = $225 0 180 + 75 = $255. En el primer caso, 9 de los departamentos queda-
rdn vacantes y los 51 departamentos rentados producirdn un ingreso de $225 cada
uno. En el segundo caso, cuando la renta es $255, 15 departamentos quedardn va-
cantes y s6lo 45 rentados, pero el ingreso total serd el mismo. @ 17

El ingreso de un negocio para un periodo de operacién dado es el nombre da-
do al total de lo que recibe durante ese periodo. La utilidad es igual a este ingreso
menos el costo de operacién para el periodo en cuestién. Escribimos:

Utilidad = Ingreso — Costos

Cuando los ingresos provienen de la venta de un bien particular, también tenemos
la ecuacién general

Ingreso = (Precio de venta por unidad) X
(Numero de unidades vendidas) @ 18

EJEMPLO 4 (Decision de precio) La camara de comercio del huevo de Columbia
Britdnica sabe de experiencias pasadas que si cobra p délares por docena de huevos,
el nimero de vendidos por semana serd x millones de docenas, donde p = 2 — x.
Entonces, su ingreso semanal total serd R = xp = x(2 — x) millones de délares. El
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@ 19. Una suma de $200 se
invirti6 durante 2 afios a una tasa
de interés de 6% anual. El interés
del primer afio no se retira y genera
interés durante el segundo afio.
(Cual es el valor final total de la
inversioén?

Respuesta $200(1.06)% o $224.72

costo para la industria de producir x millones de docenas de huevos por semana es-
td dado por C = 0.25 + 0.5x millones de délares. ;A qué precio debe vender los
huevos la industria para asegurar una utilidad de $0.25 millones?

Solucién La utilidad estd dada por la siguiente ecuacion:

P=R-C
=x(2-x)-(0.25 + 0.5x)
= —x*2+ 1.5x-0.25

Haciendo ésta igual a 0.25, obtenemos la ecuacion:
—x? + 1.5x-0.25 = 0.25
o bien,
X*-15x+05=0

Utilizando la férmula cuadrética, encontramos las raices para x.

_ —b Vb —dac
2a

—(—1.5) = V(—1.5)% — 4(1)(0.5)
(2)(1)

1.5 £V225—-2
2

=2(1.5%0.5)
=1 o 05

Ahora p = 2 — x. De modo que cuando x = 1, tenemos p = 1, y cuando x = 0.5,
p = 1.5. Asi, la cdmara de comercio tiene una eleccién entre dos politicas. Puede
cobrar $1 por docena, en cuyo caso las ventas serdn de 1 millén de docenas, o pue-
de cobrar $1.50 por docena, con lo que las ventas serdn de 0.5 millones de docenas
por semana. En cualquier caso, las utilidades para la industria serdn de $0.25 millo-
nes por semana.

En el ejemplo 6 de la seccién 2-2, vimos que una suma P invertida a una tasa
de interés de R% devenga una cantidad de interés de P(R/100) en un afio. Al final
del afio, el valor total de la inversion es

R R
apital 1nicia nteres (100) ( 100)

EJEMPLO 5 (Inversion) Una suma de $400 se invirtié a una tasa de interés R%
anual. Al final del afo, el capital y el interés se dejan que generen interés durante el
segundo afio. Determine R si el valor total de la inversién al final del segundo aio
es $484.
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Solucion Al final del primer afio, el valor total, como se analiz6 anteriormente, es

Alie R ) —anofi + R )=,
100 100

Este nuevo capital total genera interés durante el segundo afio, de modo que el va-
lor de la inversion al final del segundo afio es

2
P+ R )= afi + &
100 100

Asi, tenemos que la ecuacién cuadritica
R \2
400(1 + ——| =484
( 100)

que se resolverd para R. No la escribimos en la forma estdndar, s6lo tomamos las
raices cuadradas de ambos lados:

R\ 484 R
T+ =22 _ 121 demod |+ =g
( 100) 400 © modo que 100

R no puede ser negativa, de modo que la solucién con sentido es 1 + R/100 = +1.1
o R = 10. La tasa de interés es 10%.

EJEMPLO 6 (Inversion) Una compaiiia desea reservar una suma de $1 millén pa-
ra invertirlo a una tasa de interés y utilizarlo en una fecha posterior para liquidar dos
emisiones de bonos que deberd pagar. Una afio después que la suma se invirtié por
primera vez, se requerirdn $250,000 para la primer emisién; un afio después, se ne-
cesitardn $900,000 mds para la segunda emision. Determine la tasa de interés nece-
saria para que la inversion sea suficiente para cubrir ambos pagos.

Solucidon Sea R por ciento al afio, la tasa de interés. Cuando se invierte a dicha
tasa, el valor de la inversion después de 1 afio es

R R R
P(l + W) = (1 millén) (1 + W) = (1 + m) millones de ddlares.

En ese instante, se retiran 0.25 millones; por tanto, al inicio del segundo afio,
el monto aun invertido es (en millones)

R R
Pr=(1+—|-025=075+—
( 100) 025 =0.75% 755

Después de un segundo afio de interés, el valor de la inversion es

R R R
Pl1+——]=075+—=|(1+——=
( 100) (075 100)( 100)

Este debe ser el monto (0.9 millones) necesario para pagar la emisién del segundo
bono. Por tanto, llegamos a la ecuaciéon

R R
I5+—|1+——=]|=0.
(075 100)( 100) 09
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075+ 175 (L) + (B P = 09
100/ " \ 100

Multiplicando ambos miembros por 100? para eliminar las fracciones, llegamos a la

ecuacion
7500 + 175R + R? = 9000
o bien,
R* 4+ 175R - 1500 = 0
De la férmula cuadritica (cona = 1, b = 175 y ¢ = —1500), encontramos el valor

siguiente para R.

—175 = V1752 — 4(1)(—1500)
2(1)

[—175 + V30,625 + 6000]
[—175 = V/36,625]

[—175 + 191.4]

~1832

Il
I

= =

= 8.2 o bien

Claramente, la segunda solucién no tiene sentido practico, una tasa de interés difi-
cilmente seria negativa. La solucién que tiene sentido es R = 8.2. De modo que la
inversion debe devengar 8.2% anual, a fin de proporcionar suficientes fondos para
pagar la emisién de bonos.

I crCicios 24

9. Se quitan cuadrados iguales de cada esquina de una hoja
metdlica rectangular cuyas dimensiones son 20 por 16 pul-
gadas. Después los lados se doblan hacia arriba para for-
mar una caja rectangular. Si la base de la caja tiene un drea
de 140 pulgadas cuadradas, determine el lado del cuadrado
que se quité de cada esquina.

1. Determine dos niimeros cuya suma sea 15 y la suma de sus
cuadrados sea 137.

2. Determine dos enteros impares consecutivos cuyo produc-
to sea 143.

3. Encuentre dos enteros consecutivos cuyo producto sea 132.

4. Encuentre dos enteros pares consecutivos tales que la suma 10. Una caja con base cuadrada y sin tapa se construye a par-

de sus cuadrados sea 100. tir de una pieza cuadrada de metal cortando cuadrados de
2 pulgadas de cada esquina y doblando los lados hacia arri-
ba. Encuentre las dimensiones de la hoja metilica, si el vo-
lumen de la caja serd de 50 pulgadas ctbicas.

5. La longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es
13 centimetros. Determine los otros dos lados del tridngu-
lo, si su suma es 17 centimetros.

6. El didmetro de un circulo es 8 centimetros. ;En cudnto de- 11. Se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial
be aumentar el radio para que el drea aumente 337 centi- de 80 pies por segundo. La altura & (en pies) recorrida en ¢

metros cuadrados?

. El perimetro de un rectdngulo es de 20 pulgadas y su drea
de 24 pulgadas cuadradas. Determine las longitudes de sus
lados.

. El perimetro de un rectdngulo es 24 centimetros y su drea
es 32 centimetros cuadrados. Encuentre las longitudes de
sus lados.
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segundos estd dada por la férmula
h = 80t — 16

a) ;Después de cudntos segundos la pelota alcanzard una
altura de 64 pies?

b) (Cuanto tiempo tardard la pelota en regresar al piso?



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

¢) Determine la altura méxima que la pelota alcanza. (Su-
gerencia: El tiempo de recorrido hacia arriba es igual a
la mitad del tiempo en regresar al piso).

Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba desde el
piso con una velocidad inicial de 128 pies por segundo. El
proyectil estd a una altura & después de ¢ segundos del lan-
zamiento, en donde h = 1287 — 1672,

a) (Después de cudnto tiempo el proyectil estard a una al-
tura de 192 pies por encima del suelo?

b) (En qué momento el proyectil regresard al suelo? De-
termine la altura mdxima que alcanza el proyectil.

(Problema de costo) Un vendedor vendi6 un reloj en $75.
Su porcentaje de ganancia fue igual al precio de costo en
ddlares. Determine el precio de costo del reloj.

(Interés compuesto) Por cada $100 invertidos en présta-
mos comerciales con garantia, un banco recibe $116.64 des-
pués de 2 afios. Esta cantidad representa el capital y el inte-
rés compuesto anualmente. ;Cudl es la tasa de interés anual?

(Interés compuesto) Dentro de dos afios, la compaiifa
XYZ requerird $1,102,500 para retirar algunos de sus bo-
nos. ;A qué tasa de interés compuesta anualmente deben
invertirse $1,000,000 durante el periodo de dos afios para
recibir la cantidad requerida para retirar los bonos?

(Renta de apartamentos) Royal Realty ha construido una
unidad nueva de 60 apartamentos. Del pasado se sabe que si
ellos cobran una renta mensual de $150 por apartamento, to-
das las viviendas se ocupardn; pero con cada incremento de
$3 en la renta, es muy probable que un apartamento perma-
nezca vacante. ;Cudl debe ser la renta que se tiene que co-
brar para generar los mismos $9000 de ingreso total que se
obtendrian con una renta de $150 y, al mismo tiempo, dejar
algunos apartamentos vacantes?

(Renta de apartamentos) En el ejercicio 16, el manteni-
miento, los servicios y otros costos de el edificio ascienden
a $5000 por mes mds $50 por cada apartamento ocupado y
$20 por cada apartamento vacante. ;Qué renta debe co-
brarse, si la ganancia serd de $1225 mensual? (La utilidad
es el ingreso por las rentas menos todos los costos).

(Decision de precio) Si un editor pone un precio de $20 a
un libro, se venderan 20,000 copias. Por cada délar que au-
mente al precio se dejard de vender 500 libros. ;Cual debe
ser el costo de cada libro para generar un ingreso total por
la ventas de $425,000?

(Decision de precio) En el ejercicio 18, el costo de produ-
cir cada copia es $16. ;Qué precio debe cobrar el editor pa-
ra tener una utilidad de $200,000?

20.

21.

22,

23.

24.

25.

(Decision de precio) En el ejercicio 19, suponga que ade-
mds del costo de $16 por copia, el editor debe pagar rega-
lfas al autor del libro igual al 10% del precio de venta.
(Ahora qué precio debe cobrar por copia para obtener una
utilidad de $200,000?

(Inversion) Una suma de $100 se invirtié a un interés du-
rante un afio; después, junto con los intereses generados, se
invierte durante un segundo afio al doble de la primer tasa
de interés. Si la suma total lograda es $112.32, ;cudles son
las dos tasas de interés?

(Inversion) En el ejercicio 21, $25 se retiran después del
primer afio y el resto se invierte al doble de la tasa de inte-
rés. Si el valor de la inversién al final del segundo afio es
$88, (cudles son las dos tasas de interés?

(Decision de produccion y de precio) Cada semana, una
compafifa puede vender x unidades de su producto a un
precio de p délares cada uno, en donde p = 600 — 5x. A la
compaiiia le cuesta (8000 + 75x) délares producir x uni-
dades.

a) (Cudntas unidades debe vender la compaiia cada se-
mana para generar un ingreso de $17,500?

b) (Qué precio por unidad debe cobrar la compaiiia para
obtener un ingreso semanal de $18,000?

¢) (Cudntas unidades debe producir y vender cada semana
para obtener una utilidad semanal de $5500?

d) (A qué precio por unidad la compafifa generard un uti-
lidad semanal de $5750?

(Decision de produccion y de precio) Un fabricante puede
vender x unidades de un producto cada semana a un precio
de p délares por unidad, donde p = 200 — x. Cuesta (2800
+ 45x) ddlares producir x unidades.

a) (Cudntas unidades deben venderse cada semana para
generar un ingreso de $9600?

b) (A qué precio por unidad se generard un ingreso sema-
nal de $9900?

¢) ¢Cudntas unidades debe el fabricante producir y vender
cada semana para obtener una utilidad de $3200?

d) (A qué precio por unidad el fabricante obtendra una uti-
lidad semanal de $3150?

(Politica de precios) Una Camara Estatal del Vino compra
whisky a $2 una botella y la vende a p ddlares por botella.
El volumen de ventas x (en cientos de miles de botellas por
semana) estd dado por x = 24 — 2p, cuando el precio es p.
(Qué valor de p da un ingreso total de $7 millones por se-
mana? ;Qué valor de p da, a la Cdmara del Vino, una utili-
dad de $4.8 millones semanales?
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B ::r/50 DEL CAPITULO 2

Términos, simbolos y conceptos importantes

2.1 Ecuacion, solucién o raiz de una ecuacion. Ecuaciones
equivalentes.
Los principios de suma y multiplicacién para ecuaciones.
Ecuacién polinomial, grado, ecuacion lineal, ecuacion cua-
drética.
Procedimiento paso a paso para resolver una ecuacion lineal.

2.2 Procedimiento paso a paso para manipular problemas plan-
teados en palabras.

Férmula de interés anual.
2.3 Forma estdndar de una ecuacion cuadrética.

Propiedad del factor cero: solucién de una ecuacién cua-
drética por medio de factorizacién.

Férmula cuadrética. Propiedad de la raiz cuadrada: com-
pletar el cuadrado.

2.4 Ingreso, costos, utilidad.

Formulas

Foérmula del interés anual:

R
Valor después de un afio = P(l 4 m)

Férmula cuadratica: Si ax?> + bx + ¢ = 0, entonces

—b = Vb2 — 4ac

2a

x =

Utilidad = ingreso — costos.

Ingreso = (precio de venta por unidad) X (nimero de unida-
des vendidas)

B -R0BLEMVAS DE REPASO DEL CAPITULO 2

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las pro-
posiciones siguientes. Cada enunciado falso, cambielo por
una proposicién verdadera correspondiente.

a) Si ambos lados de una ecuacion se elevan al cuadrado,
sus raices no cambian.

b) Si ambos lados de una ecuacién se multiplican por una
constante, las raices de la ecuacion no cambian.

¢) Una ecuacion no se altera si se suma a ambos lados la
misma expresion.

d) Si ambos lados de una ecuacién se dividen por una
constante, las raices de la ecuacion no cambian.

e) Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma
ax* + bx + ¢ = 0 donde a, b y ¢ son constantes arbi-
trarias.

/) El discriminante de la ecuacién cuadrdtica, ax* + bx +
c=0,es Vb2 — 4dac

g) Una ecuacién lineal siempre tiene una raiz.

h) Una ecuacién cuadritica siempre tiene dos raices dis-
tintas.

i) Es factible que una ecuacion cuadritica no tenga raices
reales.

J) Si el discriminante de una ecuacion cuadrética es posi-
tivo, entonces la ecuacion tiene dos raices reales distin-
tas.
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*k)Si la ecuacién cuadrdtica, ax* + bx + ¢ = 0, tiene dos

. . b
raices iguales, éstas son iguales a 5,
a

(2-30) Resuelva las ecuaciones siguientes para x. Suponga que
a, b y c son constantes mayores que cero.

2.3x—4)+5x+6)=93x—2)—2

3.3x+2x—1)=6x—9
4. 42x — 3) + 52x — 3) = 3(2x — 3)
5.x2=5x+6=0
6. 4x—1)=20Gx— 1)+ (1 — 2%
7. x>+ 8x=6x+3
8. 3x(x — 1) =2(x2 + 27)
9.3x>+5x +20 =16 + x — x?
10.1—4—1=3x—20

x

12. 22+ x)=x+ 1
13. x+ 12 =@x+22—2x+ 1)

12
x—1

15. Bx—2)+5(x —=2)=(6x — 1)(6 —x) — 1

14.

=2(x —6)



16. 21x + 30 = 45x — 26
17.3V2x — 8 = x

#18. Veéx + 19 = x + 2

19, x — 1 = V4x2 — 26x + 46
20 Va—x=x—4

21.

—

22.

23.

X
?=ab+ac+bc

24, 9* = 276~

25. 2500 = 125/5*

x—2 8—x x

26.

7 x+ 1 7
27. 6x* =x + 1
28. V3x+1=x—3
29. (x + 1)(1 — 2x) = 2x + 7)(19 + x)
30. (1+2x2+ A +x)(1—x)=3x2+2x+4

(31-36) Para cada una de las siguientes ecuaciones resuelva

para las variables que se indican.
31. (Interés simple) I = Prt, para r.

32. (Suma de n términos de una progresion geométrica)

1—r
S= a(l —T) para a.
1 1 1
===
33 R R R,paraR2

1 2

34. (Depreciacion lineal) T = a + (n — 1)d, para n.

*35. (Suma de una progresion aritmética con n términos)
S = %[Za + (n — 1)d], para a.

*36. (Suma de los primeros n niimeros naturales)
n(n + 1)

$==

, para n.

37. (Inversiones) Oliva Sanchez invirtio6 800 ddlares en una
cuenta de ahorros que paga una tasa de interés de R% anual.
Al final del afio, el capital y el interés los dej6 para que ge-
nerardn interés el segundo afio a la misma tasa. Si al final del

segundo afio Oliva recibié $882, ;cudl es el valor de R?

38. (Interés compuesto) Arturo Erdely, gerente de la compaiifa
de Seguros La Confianza debe realizar un pago de
$112,360 dentro de dos afios. ;A qué tasa de interés com-

39.

40.

41.

puesta anualmente tiene que invertir $100,000 a fin de po-
der saldar la deuda?

(Utilidades del productor) Para la proxima Copa Mundial
de Futbol, la compaiifa de balones Chutagol decide produ-
cir balones conmemorativos. Enrique Lemus, encargado
del proyecto, fue informado por el departamento de merca-
dotecnia que si los balones se venden en $25 cada uno, en-
tonces pueden vender todos los balones que se puedan pro-
ducir. Por otro lado, él sabe que cuesta $10 producir cada
baldn, por los materiales y la mano de obra, ademads se tie-
ne un costo adicional mensual de $3000 al mes por operar
la planta. ;Cudntos balones debe producir y vender para
obtener una ganancia de $6000 al mes?

(Utilidades del productor) La fabrica de chocolates Mi
Alegria elabora barras de chocolate. El costo de elabora-
cion de cada barra es de $0.50. El nimero de barras que
puede vender a la semana depende del precio que les fije,
de forma tal que si el precio es de p ddlares entonces se
pueden vender x chocolates, en donde x = 5000(4 — p).
Asi, la utilidad por cada barra es (p — 0.50) ddlares y la
utilidad semanal es (p — 0.50)x délares. Determine el va-
lor de p que producird una utilidad semanal de $4800.

(Inversion de una herencia) La senorita Hortensia Rodri-
guez recibié una herencia de $250,000. Después de anali-
zar diversas opciones, decide invertir parte de este monto
en una cuenta de ahorros que paga 4% anual, y el resto en
otra que paga 6% anual. Si desea recibir $13,000 de ingre-
sos anuales, jcudnto debe invertir la sefiorita Hortensia en
cada cuenta?

*42, (Mezclas) En su tienda de dulces, Adriana vende cacahua-

43.

tes a un precio de 1.50 délares por kilogramo, nueces a
$1.60 por kilogramo y pistaches a $2.2 por kg. Para las
fiestas decembrinas, ella desea ofrecer a sus clientes bol-
sas de - kg. con una mezcla de cacahuates, nueces y pis-
taches, en $0.47 cada una. Si la cantidad, en kg, de pista-
che debe ser igual al total de cacahuates y nueces en cada
bolsa ;cudntos gramos de cacahuates, nueces y pistaches
debe colocar Adriana en cada bolsa? Nota: El reto de este
problema es escribir el problema verbal en términos de
una variable.

En el capitulo 8 se abordard un método para resolver pro-
blemas como éste, planteando el problema como uno con
mds de una variable.

(Decision de precio) Si un editor pone un precio de $16 a
un libro, se venderan 10,000 copias. Por cada délar que
aumente al precio se dejardn de vender 300 libros. ;Cudl
debe ser el precio al que se debe vender cada libro para ge-
nerar un ingreso total por las ventas de $124,875?
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CASO DE ESTUDIO

LA EDAD DE DIOFANTO

Con base en el texto de su epitafio, que aparece al inicio de es-
te capitulo, podemos representar en lenguaje algebraico lo ex-
presado en él.

Si denotamos con e la edad en afios de Diofanto al morir, en-
tonces la traduccion de su epitafio en términos de la variable e es:

. . e
Anos de la nifiez de Diofanto: 3 afnos

Edad a la que su cara se cubri6 de barba: % + 1—62 afios
e e e
E 1 ' imonio: — + — + —
dad a la que contrajo matrimonio s T2 T
Edad de Diofanto cuando se convirtié en papd: % + % +
e
—=+5
7
. . ..e e e
Edad de Diofanto cuando falleci6 su hijo: 3 + T + = +
e
5+ =
2
. .. e e e
Edad de Diofanto cuando muri6: 3 + 0 + = +5+
e
—+4
2

Por tanto, podemos plantear la siguiente ecuacion:

e e e e
—+—+—+5+—+4=
s T TT T, ¢

En donde el miembro del lado izquierdo representa cada
una de las partes de la vida de Diofanto descritas en el epitafio
y el miembro derecho, e, es la edad de Diofanto; a partir de es-
ta ecuacion es ficil determinar su edad.

Asi, al resolver la ecuacidn anterior, aplicando lo que se es-
tudi6 en esta parte del libro, podemos saber que Diofanto vivi

90 CAPITULO 2 ECUACIONES DE UNA VARIABLE

84 afios. Y con esta informacién respondemos las preguntas
que se hicieron al inicio del capitulo.

i. (A qué edad fallecié Diofanto? Como ya se comentd
e = 84, asi que Diofanto falleci6 a la edad de 84 afios.

ii. ;Cudntos afios vivié antes de casarse? Con base en la
relacion dada en el epitafio, se tiene
e

e, e e 84 8 8
6 12 7 6 12 7

es decir, 14 + 7 + 12 = 33, por lo que Diofanto se ca-
s6 a los 33 afios.

iii. ;Cudntos afios vivié su hijo? El texto es muy claro en
este punto. “... Tuvo un precioso nifio que, una vez al-
canzada la mitad de la edad de su padre, perecié...”, en
consecuencia su hijo vivi6 42 afios.

iv. {Qué edad tenfa Diofanto cuando naci6 su hijo? Por el
planteamiento que se realiz6 anteriormente, se tiene:

Edad de Diofanto cuando se convirtié en papa:

e e e 84 84 84

7+12+5=38

Por lo que Diofanto se convirti6 en papa a la edad de 38
anos.



CAPIiTULO

Desigualdades

(Comprar o rentar?

Como se estudi6 en el capitulo anterior, para modelar situa-
ciones de la vida real, se hace necesario traducir al lengua-
je algebraico una situacién expresada en lenguaje verbal, y
asi plantear ecuaciones que describan esa situacion. Sin
embargo, quizd con mayor frecuencia de lo que uno cree,
se necesita expresar con un modelo matematico situaciones
que incluyen restricciones debidas a la materia prima, a un
minimo de produccién, a un nivel minimo de ganancia o
un maximo poder adquisitivo, entre otras muchas restric-
ciones que implican utilizar desigualdades.

Como un ejemplo, a continuacién se analiza el pro-
blema que tiene una compaiiia que debe asignar un auto-
movil a sus representantes de ventas para uso oficial. Con
la finalidad de simplificar el problema, suponga que sélo
se tiene un representante de ventas. Entonces, la compa-
fa tiene que decidir entre comprar o rentar un automaévil.
Después de analizar diferentes propuestas de empresas
automotrices, la compaiifa considera que la eleccién debe
hacerse entre las dos siguientes opciones.

a) Comprar un automovil con un desembolso ini-
cial de $60,600, mds 24 pagos mensuales fijos de

TEMARIO

$4,700 cada uno; éste incluye el pago de un se-
guro para automdvil. Al término de los 24 me-
ses, el automévil se puede vender en $70,000, a
éste se le conoce como valor de rescate.

b) Rentar un automovil, por $3,000 mensuales, mas
$0.60 por kilémetro recorrido y un pago tnico
de $5,000 por concepto de seguro para automo-
vil con vigencia de dos afios.

La empresa considera que, en promedio, su represen-
tante viaja 2,000 kilémetros al mes, y esto no cambiara en
los proximos dos afios. En tal situacién, la empresa debe
calcular el costo en ambos planes y decidirse por aquel que
le arroje un costo menor a lo largo de los dos afios.

Con base en lo anterior, al hacer el célculo al final
de los tres afios, 36 meses, el plan A implica un gasto de
$103,400; mientras que en el plan B el gasto asciende a
$105,800. Por lo que deberia elegir el plan A.

No obstante, si el precio por kilémetro atn se pue-
de negociar, ;a partir de qué precio por kilémetro es me-
jor el plan B que el plan A? En este capitulo se estudiaran
métodos para la resolucion de problemas como éste, cuya
solucién aparece al final del capitulo.

3-1 CONJUNTOS E INTERVALOS

3-2 DESIGUALDADES LINEALES DE UNA VARIABLE
3-3 DESIGUALDADES CUADRATICAS DE UNA VARIABLE
3-4 VALORES ABSOLUTOS

REPASO DEL CAPITULO
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@ 1. ;Las proposiciones siguien-
tes son falsas o verdaderas?

a) —5=-7

b) 3> —4

¢) Six> —5entonces —5 = x

d) Existe xtalque -3 =x= —4

Respuesta a) Falsa
b) verdadera c) verdadera
d) falsa
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Empecemos recordando las definiciones de los simbolos <, =, > y =, denomina-
dos simbolos de desigualdad.

Los ndmeros reales distintos de cero se dividen en dos clases, los ndmeros
positivos y los nimeros negativos. Escribimos a > 0 (a es mayor que cero) para in-
dicar que a es positivo, y a < 0 (a es menor que cero) para sefialar que a es negati-
vo. La suma a + b y el producto a - b de dos nimeros reales positivos son ambos
positivos. Si a es positivo, entonces —a es negativo.

Si a y b son dos nimeros reales distintos, escribimos a > b si la diferencia
a — bes positivay a < b si a — b es negativa. Por ejemplo, 5 > 2 porque 5 — 2 es
positivoy 2 < 8 dado que 2 — 8 = —6 es negativo. Geométricamente, a > b signi-
fica que el punto sobre la recta numérica que representa a a estd a la derecha del
punto que representa al nimero b y a < b significa que el punto que representa a a
estd a la izquierda del punto que representa a b. (Véase la figura 1).

a>b a<b

FIGURA 1

Definimos a = b (a es mayor o igual que b) para indicar que a > b o que a =
b. De manera similar, a = b (a es menor o igual que b) se usa para sefialar que a <
boa = b.Por ejemplo, 5 = 7 esciertoy 5 = 5 porque 5 = 5 se cumple.

Proposiciones tales como a < b, a > b, a = b 0o a = b se llaman desigualda-
des. En particular, @ > by a < b son desigualdades estrictas. La desigualdad a > b
puede escribirse en forma equivalente en la direccién opuesta como b < a. Asi,
5 > 3 es lo mismo que 3 < 5.

Cuando un ntimero b estd entre dos nlimeros a y ¢ con a < ¢, escribimos a < b
< c. La doble desigualdad se utiliza para indicarque a < by que b <c. @ 1

Conjuntos

El conocimiento de los conjuntos y de las operaciones entre conjuntos es bdsico en
todas las matemdticas modernas. Una gran cantidad de largas proposiciones mate-
mdticas pueden escribirse clara y concisamente en términos de conjuntos y de ope-
raciones entre ellos.

DEFINICION  Toda coleccién de objetos bien definida se llama conjunto. Los
objetos de que consta un conjunto se denomina miembros o elementos de un con-
junto.



Por una coleccién bien definida, entendemos que dado cualquier objeto, po-
demos decidir sin ambigiiedad alguna si pertenece o no a la coleccién.

Un conjunto puede especificarse en dos formas, haciendo una lista de todos
sus elementos o estableciendo una regla que caracterice los elementos del conjunto.
Examinemos estos dos métodos uno por uno.

METODO DEL LISTADO Si es posible especificar todos los elementos de un
conjunto, el conjunto puede describirse listando todos los elementos y encerrando
la lista entre llaves.

Por ejemplo, {1, 2, 5} denota al conjunto que consta de los tres nimeros 1, 2
y 5y {p, q} simboliza el conjunto cuyos tinicos elementos son las letras p y g.

En casos en que el conjunto contiene un gran nimero de elementos, es posi-
ble emplear a menudo lo que llamaremos una lista parcial. Por ejemplo, {2, 4,
6,..., 100} denota al conjunto de todos los enteros pares desde 2 hasta 100. Tres
puntos suspensivos, ..., se usan para sefialar que la sucesion de elementos continda
de manera tal que es clara con base en los primeros elementos listados. La sucesion
termina en 100. Por medio de los puntos suspensivos, el método de la lista puede
emplearse en casos en los cuales el conjunto en cuestién contiene un nimero infini-
to de elementos. Por ejemplo, {1, 3, 5, ...} denota al conjunto de fodos los nime-
ros naturales impares. La ausencia de ntimeros después de los puntos suspensivos
indica que la sucesién no termina, sino que continda indefinidamente.

METODO DE LA REGLA Existen muchos ejemplos en los que no es posible o
que no seria conveniente listar todos los elementos de un conjunto determinado. En
tales casos, el conjunto puede especificarse estableciendo una regla de pertenencia.

Por ejemplo, consideremos el conjunto de todas las personas que viven en
Meéxico en este momento. Especificar este conjunto listando todos sus elementos
por nombres seria una tarea prodigiosa. En lugar de ello lo podemos denotar de la
siguiente manera.

{x | X es una persona que actualmente vive en México}

El simbolo | significa fal que, de modo que esta expresion se lee: el conjunto de to-
das las X tales que X es una persona que actualmente vive en México. La afirmacion
que sigue a la barra vertical dentro de las llaves es la regla que especifica la perte-
nencia al conjunto.

Como un segundo ejemplo, consideremos el conjunto.

{x | X es un punto de esta pagina}

el cual denota el conjunto de todos los puntos de esta pagina. Este es un ejemplo de
un conjunto que no puede especificarse con el método del listado, aun si desedra-
mos hacerlo asi.

Una gran cantidad de conjuntos pueden especificarse por el listado o estable-
ciendo una regla, y podemos elegir el método que mas nos agrade. Daremos varios
ejemplos de conjuntos, algunos de los cuales pueden especificarse usando ambos
métodos.
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@ 2. Liste los elementos que
pertenecen a los conjuntos:
a) {x |x es un ndmero natural,
—-1=x<5)}
b) {x|x = (k + 4)7!, k es un entero,
—2=k=2}

Respuesta a) {1, 2,3, 4}
111 1.1
b) {3,545 %
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Ejemplo 1

a) Si N denota el conjunto de todos los nimeros naturales, entonces pode-
mos escribir
N={1,2,3,...} = {k | k es un nimero natural }

b) Si P denota el conjunto de los enteros de —2 a +3, entonces
P={-2-1,0,1,2,3} = {x | x es un entero, —2 = x = 3}

Obsérvese que la regla de pertenencia consta de dos condiciones separadas por una
coma. Cualquier elemento del conjunto debe satisfacer ambas condiciones.

o) Q0=1{1,4,7,..., 37}
= {x | x =3k + 1, kesunentero, 0 = k = 12}

d) El conjunto de todos los estudiantes actualmente inscritos en la Facultad
de Contaduria y Administracion puede escribirse formalmente como

S={x | x es un estudiante inscrito actualmente en la
Facultad de Contaduria y Administracion}

Este conjunto podria especificarse también listando los nombres de todos los estu-
diantes involucrados.

e) El conjunto de todos los nimeros reales mayores que 1 y menores que 2
puede especificarse mediante el método de la regla como

T={x | xesunndmeroreal, ] <x <2} @ 2

Se dice que un conjunto es finito si su nimero de elementos es finito; es de-
cir, si pueden contarse. Si el nimero de elementos de un conjunto no es finito, se di-
ce que es un conjunto infinito.

En el ejemplo 1, todos los conjuntos de las partes b), ¢) y d) son finitos; pero
los correspondientes a las partes a) y e) son infinitos.

Se acostumbra usar letras mayusculas para denotar los conjuntos y letras mi-
nusculas para sus elementos. Observe que seguimos esta convencién en el ejemplo
1. Si A es un conjunto arbitrario y x cualquier objeto, la notacién x € A se utiliza
para indicar el hecho de que x es un elemento de A. La afirmacién x € A se lee x
pertenece a A o X es un elemento de A. La afirmacidn negativa x no es un elemen-
to de A se indica escribiendo x ¢ A.

En la parte b) del ejemplo 1,2 € P pero 6 ¢ P. En el caso del conjunto de la
parte ¢), V2e Tyie T,pero2¢ Ty me T.

DEFINICION Un conjunto que no contiene elementos se denomina un conjunto
vacio. También se utiliza el término conjunto nulo.

Con el simbolo J se denota un conjunto que es vacio y la proposiciéon A = &
significa que el conjunto A no contiene elementos. Entre los ejemplos de conjuntos

vacios estdn los siguientes:

{x | X es un entero y 3x = 2}



@ 3. ,;Las siguientes proposiciones
son verdaderas o falsas?
a) 2e {x|0<x2 =2}
by 2¢ {x|lx=1-k"
k es un nimero natural }

c)0ed

Respuesta a) Falsa; b) falsa
c¢) falsa

@ 4, Liste todos los subconjuntos
de {1, 2, 3}

Respuesta {1, 2,3}, {1, 2}, {1, 3},
{2,3}, {1}, {2}, {3}, 9

{x | x es un nimero real y x> + 1 = 0}
El conjunto de todos los dragones vivientes
El conjunto de todos los imanes que sélo tienen un polo. @ 3

DEFINICION  Un conjunto A se dice que es un subconjunto de otro conjunto B
si cada elemento de A también es un elemento de B. En tal caso, escribimos A C B.

El conjunto A se dice que es un subconjunto propio del conjunto B si todo
elemento de A estd en B pero existe al menos un elemento de B que no estd en A.
En este caso, escribimos A C B.

EJEMPLO 2
a) SeaA={2,4,6}yB=1{1,2,3,4,5,6,7, 8}. Entonces, A C B

b) Si N es el conjunto de todos los niimeros naturales, I es el conjunto de to-
dos los enteros, Q es el conjunto de todos los nimeros racionales y R es el conjun-
to de todos los nimeros reales, entonces

NCICQCR

¢) El conjunto de todas las estudiantes de la Universidad Nacional Auténoma
es un subconjunto del conjunto de todos los estudiantes de esa universidad.

d) Todo conjunto es un subconjunto de si mismo; es decir,

A C A para cualquier conjunto A

Sin embargo, la afirmacién A C A no es verdadera.

¢) Un conjunto vacio J es un subconjunto de cualquier conjunto A:

(J C A para cualquier conjunto A

Con el propésito de explicar esta dltima afirmacién con mds detalle, reformu-
lemos la definicién de subconjunto: B es un subconjunto de A si y s6lo si no hay
elementos en B que no pertenezcan a A. Es claro que no existen elementos que per-
tenezcan a (J y no pertenezcan a A, por la simple razén de que & no tiene elemen-
tos. En consecuencia, & C A. @ 4

Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos. En forma mds
precisa, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION  Se dice que dos conjuntos A 'y B son iguales siA C By B C A. En
tal caso, escribimos A = B.
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@ 5. ;Las proposiciones siguientes
son verdaderas o falsas?

a) x| -1=x=1}C {x]x2 <4
b) {0,1,3,4) C {x|x? # 4}

) 10,3} = {x]x2 = 3x}

Respuesta a) Verdadera
b) verdadera c¢) verdadera

@ 6. ;Las proposiciones siguientes
son verdaderas o falsas?
a)2€[-2,2) b)2€(—2,2]
c) =2 € (—4,00)

Respuesta a) Falsa
b) verdadera c¢) verdadera
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En consecuencia, A = B si no existen objetos que pertenezcan a A y que no
pertenezcan a B, o que pertenezcan a B y no pertenezcan a A.

EJEMPLO 3
a) SiA={x|x2=1} y B={—1, +1},entonces, A = B.
b) SiA={y|y2—3y+2=0} y B={l,2} entonces,A=B. @& 5

Intervalos

DEFINICION  Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Entonces el inter-
valo abierto de a a b, denotado por (a, b), es el conjunto de todos los nimeros rea-
les x situados entre a y b. Asf,

(a, b) = {x | x esun nimero real y a < x < b}

De manera similar, el intervalo cerrado de a a b, denotado por [a, b] es el conjun-
to de todos los nimeros reales situados entre a y b pero que también incluye a és-
tos. Por tanto,

[a, b] = {x | xesunnimeroreal y a = x = b}
Intervalos semicerrados o semiabiertos se definen de la siguiente manera:

(@, bl ={x|a<x=b)

[a,b) = {x | a=<x<b)

Observacion La afirmacion de que x es un nimero real se ha omitido de las
reglas que definen estos conjuntos. Esto por lo regular se hace para evitar repeticio-
nes cuando se trabaja con conjuntos de nimeros reales. @ 6

Para todos estos intervalos, (a, b), [a, b], [a, b) y (a, b], a y b se denominan
los extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene a sus extremos; mien-
tras que un intervalo cerrado contiene a ambos extremos. Un intervalo semicerrado
contiene s6lo uno de sus extremos. Los métodos de representar tales intervalos se
muestran en la figura 2.

t > t 1

o bien a b o bien a b

O @ L 4

a) Intervalo abierto (a, b) b) Intervalo cerrado [a, b]

L 1 L AY

\ 1 L 7

o bien a b o bien a b
O \ L

¢) Intervalo semicerrado (a, b] d) Intervalo semicerrado [a, b)
FIGURA 2



Usamos los simbolos oo (infinito) y —oo (menos infinito) para describir inter-
valos no acotados. (Véase la figura 3). Obsérvese que co y —co no son nimeros

reales.

a) (a,o00) = {x|x>a}

b) la,00) = {x|x=a}

c) (—o0,a) = {x|x<a}

a
a
)
a
d) (o0, al = {x|x = a} :
a
FIGURA 3

I jcrCiCios 3-1

(1-8) Utilice del método de listado para describir los siguien-
tes conjuntos.

1. El conjunto de todos los enteros menores que 5 y mayores
que —2.

. El conjunto de todos los naturales menores que 50.

2

3. El conjunto de todos los enteros menores que 5.

4. El conjunto de todos los nimeros pares mayores que 4.
5

. El conjunto de todos los primos menores que 20.

6. {y ‘y = n j_ > h es un nimero natural}

7. {x | x es un factor primo de 36}

o

. {p‘p - T n es un ndmero primo menor que 20}
n—

(9-16) Utilice el método de la regla para describir los conjun-
tos siguientes.

9. El conjunto de todos los nimeros pares menores que 100.
10. El conjunto de todos los nimeros primos menores que 30.
11. {1,3,5,7,9,..., 19}

12. {..., —4,-2,0,2,4,6,...}
13. {3,6,9,...}
4. {1, L1 )

15. El intervalo [—1, 1].

16. El intervalo (1, c0).

(17-20) Escriba los siguientes conjuntos de nimeros en la for-
ma de intervalos.
17.3=x=8 18. —2<y=7

19. —3>¢t> -7 20. r= -5

(21-24) Escriba los intervalos siguientes como desigualdades.

21. [2,5)
23. (—o9, 3)

22. (—3,7)
24. (—2,00)

25. Establezca si las proposiciones siguientes son verdaderas o
falsas. Si son falsas, explique por qué.

a) 2 € ({1,2,3) b) 3C (1,234}

o) 4€ (1,257 d) {a,b} C {a.b.c)

) D=0 H 0y =0

9 0ED h &€ {0}

i) @C{0) D o{1,2.3,4) = {4,2,1,3)
k) {x%=0}={x|x—2=0}

) SSACBy BCC,entoncesA C C.
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m)SiAC By BCA,entonces A = B. junto de todos los cuadrildteros del plano, entonces, ;cudl
de estos conjuntos es un subconjunto de otro (o de qué

n) El conjunto de todos los rectdngulos del plano es un otros)?

subconjunto del conjunto de todos los cuadrados del
plano. 27. Demuestre que el conjunto {x | x2—x—2=0}noesun

. . . subconjunto del intervalo [0, co).
0) El conjunto de todos los tridngulos equildteros es un / [ )

subconjunto del conjunto de todos los tridngulos. 28. (El conjunto {x | x (x> — 1) = 0} es un subconjunto del

intervalo (0, c0)?
p) El intervalo abierto (a, b) es un subconjunto del inter- valo (0, 00)

valo cerrado [a, b]. 29. (El conjunto {x | x> — x — 6 = 0} es un subconjunto de

los nu turales?
2 {x|25x53}€{y|15y55} 0s nimeros naturales

30. (Es el conjunto {x | 2x2 = 3x + 1= 0} es un subconjunto

r ix [1=x= =1 RE y=2} de los enteros? ;De los nimeros racionales?
26. Si A es el conjunto de todos los cuadrados del plano, B el

conjunto de todos los rectdngulos del plano y C es el con-

B 3-2 DESIGUALDADES LINEALES DE UNA VARIABLE

En esta seccién, consideraremos desigualdades que requieren una sola variable. EI si-
guiente ejemplo se refiere a un sencillo problema de negocios que conduce a una de tales
desigualdades.

El costo total (en délares) de produccién de x unidades de cierto articulo estd dado
por C = 3100 + 25x y cada unidad se vende a $37. El fabricante quiere saber cudntas uni-
dades deberd producir y vender para obtener una utilidad de al menos $2000.

Suponga que se producen y venden x unidades. El ingreso I obtenido por vender x
unidades en $37 cada una es I = 37x ddlares. La utilidad U (en délares) obtenida por pro-
ducir y vender x unidades estd dada entonces por las siguientes ecuaciones:

Utilidad = Ingresos — Costos
U = 37x — (3100 + 25x) = 12x — 3100

Dado que la utilidad requerida debe ser al menos de $2000, es decir, deberia ser de $2000
0 mds, tenemos que

U = 2000
o bien,
12x — 3100 = 2000 (1)
Esta es una desigualdad en la variable x. Observemos que los términos que apare-
cen son de dos tipos, términos constantes o términos que son multiplos constantes de la
variable x. Cualquier desigualdad que sélo tiene estos dos tipos de términos se denomina

desigualdad lineal. Si el simbolo de desigualdades es > o < la desigualdad es estricta;
si el simbolo es = o =, se dice que es débil.
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@ 7. Sume —5 a ambos miembros
de las siguientes desigualdades:
ayx+5=-5

byx —5<2

Respuesta a) x = —10
by x —10< -3

EJEMPLO 1
a) 3 — x = 2x + 4 es una desigualdad lineal débil en la variable x.

b) %z +3>5-— %z es una desigualdad lineal estricta en la variable z.

Cualquier desigualdad puede escribirse en una forma equivalente, intercam-
biando los dos lados e invirtiendo el sentido del signo de la desigualdad. Por ejem-
plo, x > 3 es equivalente a 3 < x; el ejemplo 1(a) es equivalente a 2x + 4 =3 — x.

DEFINICION La solucién de una desigualdad en una variable es el conjunto de to-
dos los valores de la variable, para los cuales la desigualdad es una proposicién ver-
dadera.

Por ejemplo, la solucién de la desigualdad (1) es el conjunto de todos los va-
lores x (el nimero de unidades vendidas) que producen una utilidad de al menos
$2000.

A semejanza de las ecuaciones, la solucion de una desigualdad se encuentra
efectuando ciertas operaciones en la desigualdad con el propdsito de transformarla
en alguna forma estdndar. Hay dos operaciones bdsicas que se utilizan en el mane-
jo de las desigualdades; estableceremos ahora las reglas que gobiernan estas opera-
ciones.

Regla 1

Cuando el mismo niimero real se suma o se resta a ambos lados de una desigual-
dad, el sentido de la desigualdad no se altera.

En simbolos, si a > b y c es cualquier nimero real, entonces
atc>b+c y a—-c>b-c
EJEMPLO 2

a) Es claro que 8 > 5 es una proposicion verdadera. Su sumamos 4 a ambos
lados, obtenemos 8 + 4 > 5 + 4 0 12 > 9, que sigue siendo cierta. Si restamos 7 a
ambos lados obtenemos 8 —7 > 5 — 7 0 1 > —2, que de nuevo es vdlida.

b) Seax — 1 > 3. Sumando 1 a ambos lados,
x—1+1>3+1
o bien,
x>4

El conjunto de valores de x para los cuales x — 1 > 3 es el mismo conjunto para el
cualx > 4. @ 7

En el ejemplo 2 observamos que la igualdad x > 4 puede obtenerse de la de-
sigualdad original x — 1 > 3 pasando el término —1 del lado izquierdo al derecho
y cambiando su signo. En general, la regla anterior nos permite efectuar este tipo de
operacion: cualquier término puede pasarse de un lado al otro de una desigualdad
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@ 8. Multiplique ambos miembros
de las siguientes desigualdades

por —2;

a) 2x>—3; b) —2x=3—x

Respuesta a) —4x < 6
byx= -6+ 2x

después de cambiar su signo, sin alterar el sentido de la desigualdad. En simbolos,
sia>b+ c,entoncesa —b>cya—c>b.

EJEMPLO 3
a) Si8 > 5+ 2, entonces 8 — 2 > 5.

b) De 2x — 1 < x + 4 se sigue que 2x — x < 4 + 1. Tanto x como —1 se pa-
saron de un lado a otro. Entonces, simplificando obtenemos x < 5.

Regla 2

El sentido de la desigualdad se preserva si ambos lados se multiplican (o divi-
den) por el mismo niimero positivo y se invierte cuando se multiplican (o dividen)
por el mismo niimero negativo.

En simbolos, si a > by c es cualquier nimero positivo, entonces
a_b
ac>bc 'y —>—
c c

mientras que si ¢ €s un nimero negativo arbitrario, entonces

a _b
ac<bc y —<-—
c c

EJEMPLO 4

a) Sabemos que 4 > —1 es una proposicién verdadera. Multiplicando ambos
lados por 2, obtenemos 8 > —2 que atin es vélida. Pero si la multiplicamos por
(—2), debemos invertir el sentido de la desigualdad:

(—2)4) < (—2)(—1) obien —-8<2

que otra vez es valida.

b) Si 2x = 4, entonces podemos dividir ambos lados entre 2 y obtener la de-
sigualdad equivalente 2x/2 = 4/2 o x = 2.

¢) Si —3x < 12, podemos dividir entre —3, que es negativo, de modo que de-
bemos invertir el sentido de la desigualdad:

—_33x>1_23 obien x> -4 8§

Antes de considerar mas ejemplos, deduciremos estas dos reglas bésicas.

DEMOSTRACION DE LA REGLA 1 Supongamos que a > by sea ¢ cualquier nd-
mero real. Si a > b, entonces por definicion a — b > 0. Consideremos ahora la
diferencia entre (@ + ¢) y (b + ¢):

@atc)—b+c)=a+c—b—c=a—b>0
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Pero, dado que (a + ¢) — (b + c¢) es positivo, esto significa que
atc>b+c
lo cual es lo que deseamos encontrar.

DEMOSTRACION DE LA REGLA 2 De nuevo supongamos que a > b y sea ¢ cual-
quier nimero real positivo. Entonces, como antes, a — b > 0. Asi,a — by ¢ son nu-
meros positivos, de modo que su producto también es positivo:

(a—b)yc>0
Es decir,
ac — bc >0

Se sigue, por tanto, que ac > bc, como se requeria. Si, por otro lado, ¢ fuera nega-
tivo, el producto (a — b)c seria negativo puesto que un factor seria positivo y el otro
negativo. Se sigue que

ac —bc <0
y de aqui, ac < bc, como se requeria.
EJEMPLO 5 Encuentre todos los niimeros reales que satisfacen la desigualdad
3x+7>5x—1

Solucion Pasamos todos los términos en x a un lado de la desigualdad y todos los
términos constantes al otro. Pasando 5x al lado izquierdo y 7 al lado derecho, cam-
biando sus signos y simplificando obtenemos las siguientes desigualdades:

3x—5x>—-1—7 (Reglal)
—2x > —8
Enseguida, dividimos ambos lados entre —2 y cambiamos el sentido de la de-

sigualdad (puesto que —2 es negativo).

—2x
-2

< :—g (Regla 2)
x<4

Por tanto, la solucién consta del conjunto de nimeros reales en el intervalo (—oo,
4). Esto se ilustra en la figura 4.

| \
U U

0 4
FIGURA 4

EJEMPLO 6 Resuelva la desigualdad

S5y —2
3

y+%§ + 1
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@ 9, Determine las soluciones
en la notacién de intervalos:
a)l —x<3-—2x
byx+4=4x—-2

Respuesta a) (—oo, 2)
b) (—o0, 2]

@ 10. Determine la solucién y
dibdjela en la recta numérica:
Ix—2=2—-x<x+6

Respuesta —2<x=1

L 1
\ 1

-2 1

Solucion Ante todo, debemos eliminar las fracciones de la desigualdad. Aqui, el de-
nominador comun es 12, de modo que multiplicamos ambos lados por 12.

12<y +i) = 12<5y —2, 1)
4 3
12y + 9 =45y — 2) + 12

12y +9 =20y — 8 + 12
12y +9 =20y + 4

Pasando los términos en y a la izquierda y los términos constantes a la derecha, ob-
tenemos

12y =20y =4-9
—8y=-5

Enseguida, dividimos ambos lados entre —8 e invertimos el sentido de la desigual-
dad (porque —8 es negativo).

oo |

yE:—g obien y=

De aqui, la solucién consta del conjunto de niimeros reales mayores o iguales que
5 . ., . . . 5 .

3 es decir, de los nimeros reales incluidos en el intervalo [, oo). Este conjunto se
ilustra en la figura 5. @ 9

r
L

0 5/8
FIGURA 5

EJEMPLO 7 Resuelva la doble desigualdad en x.
§—3x=2x—-T7<x-13

Solucion De la seccién 3-1, recuerde que la doble desigualdad a < b < ¢ significa
que a = b y al mismo tiempo b < c. La doble desigualdad considerada es equiva-
lente a las dos desigualdades siguientes:

8—3x=2x—-7 y ux-7<x—13
Resolvemos estas dos desigualdades por separado por los métodos antes descritos,
por lo que resulta
x=3 y x<-6
Ambas desigualdades deben ser satisfechas por x. Pero es imposible que tanto x = 3
como x < —6 puedan satisfacer a la vez. Por lo que no hay solucion: ningin nime-
ro real satisface la doble desigualdad. @ 10

EJEMPLO 8 Determine la solucién de la doble desigualdad

7>5—-2x=3
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@ 11. Un rectiangulo tiene
perimetro de 24 unidades. Si la
diferencia entre los dos lados es
menor que 6 unidades, determine
el intervalo de valores para la
longitud del lado mas largo.

Respuesta (6, 9)

Solucion En este caso, como x aparece s6lo en la expresion de en medio, podemos
manipular juntas las tres partes de la desigualdad. Primero, restamos 5 de las tres
partes:
7—-5>5—-2x-5=3-5
o bien,
2> —2x= -2

Ahora, dividimos todo entre —2, invirtiendo ambos signos de desigualdad:
-1<x=1
La solucién consiste en el intervalo semicerrado (—1, 1].

EJEMPLO 9 (Utilidades del fabricante) El fabricante de cierto articulo puede ven-
der todo lo que produce al precio de $60 cada articulo. Gasta $40 en materia prima
y mano de obra al producir cada articulo, y tiene costos adicionales (fijos) de $3000
a la semana en la operacion de la planta. Encuentre el niimero de unidades que de-
beria producir y vender para obtener una utilidad de al menos $1000 a la semana.

Soluciéon Sea x el nimero de articulos producidos y vendidos a la semana. En-
tonces el costo total de producir x unidades es de $3000 mds $40 por articulo, lo cual
es

(40x + 3000) dolares

El ingreso obtenido por vender x unidades a $60 cada una serd de 60x délares. Por
tanto,
Utilidad = Ingresos — Costos
= 60x — (40x + 3000) = 20x — 3000
Puesto que deseamos obtener una ganancia de al menos $1000 al mes, tenemos las
desigualdades siguientes:
Utilidad = 1000
20x — 3000 = 1000
20x = 4000
x =200

En consecuencia, el fabricante deberd producir y vender al menos 200 unidades ca-
da semana. @ 11

EJEMPLO 10 (Decisiones de fabricacion) El administrador de una fabrica debe
decidir si deberdn producir sus propios empaques, que la empresa ha estado adqui-
riendo de proveedores externos a $1.10 cada uno. La fabricacién de los empaques
incrementaria los costos generales de la empresa en $800 al mes y el costo de ma-
terial y de mano de obra serd de 60¢ por cada empaque. ;Cudntos empaques debe-
r4 usar la empresa al mes para justificar la decisién de fabricar sus propios empa-
ques?
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Solucion Sea x el nimero de empaques utilizados por la empresa al mes. Enton-
ces, el costo de adquirir x empaques a $1.10 cada uno es de 1.10x ddlares. El costo
de fabricar x empaques es de $0.60 por empaque mads costos generales de $800 al
mes, de modo que el costo total es

(0.60x + 800) dolares

Para justificar la fabricacion de los empaques por la empresa misma, debe ser cierta
la desigualdad siguiente:
Costo de adquisiciéon > Costo de fabricacién
1.10x > 0.60x + 800
1.10x — 0.60x > 800
0.50 x > 800
x > 1600

En consecuencia, la empresa debe usar al menos 1601 empaques al mes para justi-
ficar su fabricacion.

I £jcrcicios 3-2

(1-20) Resuelva las siguientes desigualdades.
.5+3x<11 2.3—-2y=7
3.2u—11=5u+6 4. 5x+7>31 —3x

5.32x— 1) >4 +5x—1)

4 2x — 3
6. x++> 1
T3 4
1 X 1
7o @x—1)—x<X- =~
R A

8. 3(x+4)=2— 41— 4y

yrl oy, -l
4 3 6
10. 5— 03t < 2.1+ 050+ 1)

11. 1202t —3) =23 — 1)
12. 2(1.5x — 2.1) + 1.7 = 2(2.4x — 3.5)

1 —3x

15. (x + 32> (x — 2)?

16. 2x + 3)3x — 1) = (6x + D)(x — 2)
17. 3x — DQ2x + 3) > 2x + DGx + 2)
18. Bx + D(x —2) > (x — 3)(3x + 4)
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19

20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

2x+1<3—x<2x+5
4 -2 <x—-2<2x—4
3x+7>5—-2x=13 — 6x
2x—3<1+x<3x-—1
3x—=5<1+x<2x-—3
Sx—7=3x+1=6x—11

(Inversion) Un hombre tiene $7000 para invertir. Quiere
invertir parte al 8% vy el resto al 10%. ;Cudl es el monto
maximo que debe invertir al 8%, si desea un ingreso anual
por interés de al menos $600 anuales?

(Inversion) La sefora K tiene $5000 que quiere invertir,
parte a 6% y el resto a 8%. Si ella desea un ingreso anual
por intereses de al menos $370, ;cudl es la cantidad mini-
ma que debe invertir al 8%?

(Decision de produccion) Un fabricante puede vender to-
das las unidades que produce al precio de $30 cada una.
Tiene costos fijos de $12,000 al mes; y ademds, le cuesta
$22 producir cada articulo. ;Cuéntas unidades debe produ-
cir y vender al mes la compafifa para obtener utilidades?

(Utilidades del fabricante) Un fabricante de aparatos de
alta fidelidad puede vender todas las unidades producidas
al precio de $150 cada una. Tiene costos fijos a la semana
de $15,000 y costos por unidad de $100 en materiales y



29.

30.

mano de obra. Determine el nimero de aparatos de alta fi-
delidad que deberd fabricar y vender cada semana, con el
propdsito de obtener utilidades semanales de al menos
$1000.

(Decisiones de fabricacion) Una empresa automotriz de-
sea saber si le conviene fabricar sus propias correas para el
ventilador, que ha estado adquiriendo de proveedores ex-
ternos a $2.50 cada unidad. La fabricacién de las correas
por la empresa incrementard sus costos fijos en $1500 al
mes, pero solo le costard $1.70 fabricar cada correa. ;Cudn-
tas correas debe utilizar la empresa cada mes para justifi-
car la fabricacién de sus propias correas?

(Decisiones sobre contratacion de maquiladores) Una em-
presa puede encomendar a un contratista que empaque cada
unidad de su producto a un costo de $2.75. Por otra parte,
la empresa puede empacar sus productos instalando una
maquina empacadora. Su instalacién incrementara los cos-
tos fijos de la empresa en $2000 al mes y el costo de em-

31.

32.

paquetamiento seria de $1.50 por unidad. ;Cuéntas unida-
des tendria que producir al mes para que la instalacién de
la maquina empacadora fuera rentable?

(Publicacion de revistas) El costo de publicacién de ca-
da ejemplar de la revista semanal Compre y venda es de
35¢. Los ingresos por ventas de distribucién son de 30¢
por ejemplar, y los ingresos por publicidad del 20% sobre
los ingresos obtenidos por ventas mds alld de los 2000
ejemplares. ;Cudntos ejemplares debera publicar y vender
cada semana para obtener ingresos semanales de al menos
$1000?

(Publicacion de revistas) El editor de una revista men-
sual tiene costos de edicién de 60.5¢ por ejemplar. El in-
greso por ventas de distribucién es de 70¢ por ejemplar, y
los ingresos por publicidad del 15% sobre los ingresos ob-
tenidos por ventas mds alld de los 20,000 ejemplares.
(Cudntos ejemplares deberd publicar y vender al mes para
asegurar utilidades que sobrepasen los $4000?

m 3-3 DESIGUALDADES CUADRATICAS DE UNA VARIABLE

@ 12. Exprese en la forma

Una desigualdad cuadratica de una variable, tal como x, es una desigualdad que
tiene términos proporcionales a x y a x> y términos constantes. Las formas estdn-
dares de una desigualdad cuadratica son

estandar:

G+2)2x—1D=@Bx—22+1

ax?>+ bx + ¢ >0 (o bien < 0)

en donde a, b y ¢ son constantes determinadas (a # 0).

obien ax*+ bx+c=0 (obien =0)

e 12

Otra vez estamos interesados en resolver una desigualdad dada, esto es, en de-

Respuesta 7x> — 15x +7=0

terminar el conjunto de x para el cual la desigualdad se cumple. Podemos hacer es-
to primero reemplazando la desigualdad con un signo = y encontrar las soluciones
de la ecuacidn cuadratica resultante. Estas soluciones dividen a la recta numérica en
intervalos. En cada intervalo seleccionamos un punto y probamos si la desigualdad
es cierta o falsa en ese punto. Si es verdadera en ese punto, entonces serd verdade-
ra en todos los puntos del intervalo, y reciprocamente, si es falsa en un punto en el
intervalo, entonces serd falsa en todos los puntos de ese intervalo.

EJEMPLO 1 Resuelva la desigualdad x> + 3x < 4

Soluciéon Primero reescribimos la desigualdad en la forma estdndar restando 4 de
ambos miembros:

xX2+3x—4<0

Reemplazamos el signo < por =, obtenemos la ecuacién cuadratica x> + 3x — 4 = 0.
Esta puede resolverse por medio de factorizacion. Se convierte en (x — 1)(x + 4) = 0,
de modo que las raices son x = 1 y x = —4. Graficando estos puntos en la recta
numérica, obtenemos la figura 6. Los dos puntos dividen a la recta numérica en tres
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@ 13. Resuelva las desigualdades:
a) x—1DHx—3)<0

by x+Dx+4)=0

) x—32+2=0

Respuesta a) 1 <x <3
bhyx=—-4ox=-1
¢) no hay solucién

intervalos, x < —4, —4 <x < 1 y x > 1. En cada uno de estos intervalos, la expre-
sién siempre conserva el mismo signo, ya que s6lo cambia de signo cuando pasa por
el cero, y esto sucede sélo cuando x = —4 o 1.

FIGURA 6

Tomemos cualquier punto en el primer intervalo x < —4: seleccionamos x = —5.
Entonces x> + 3x — 4 = (=5)> + 3(=5) — 4 = 6 > 0. La desigualdad es falsa, de
modo que es falsa para todos los puntos en el intervalo x < —4.

En —4 < x < 1 seleccionamos el punto x = 0. Entonces, x> + 3x — 4 = (0)?
+ 3(0) — 4 = —4 < 0. La desigualdad es verdadera, por lo que es cierta para todas
las x que satisfagan —4 < x < 1.

En x > 1 seleccionamos x = 2. Entonces x> + 3x — 4 = (22 + 32) — 4 =
6 > 0. La desigualdad es falsa, de modo que es falsa para toda x > 1.

Por tanto el conjunto solucidn es el intervalo (—4, 1). Esto se ilustra en la fi-
gura7. @ 13

A~
N 5

FIGURA 7

EJEMPLO 2 Resuelva la desigualdad 5x < 2(x> — 6).

Soluciéon Pasando todos los términos a la izquierda, la desigualdad dada se trans-
forma en

Sx =2+ 12=0

Siempre conviene tener el término cuadritico con signo positivo, porque entonces,
la factorizacién es mds facil. Asi, multiplicamos ambos lados de esta desigualdad
por —1 y cambiamos el sentido de la desigualdad.

—S5x+2x*—-12=0
2x2—5x—12=0

Al reemplazar el signo = por el signo = obtenemos la ecuacién cuadrética 2x> —
5x — 12 = 0; y por medio de la factorizacion,

2x+3)x—4)=0

)3 3 P . .

Las raices son x = —5 y x = 4, que dividen a la recta numérica en los tres interva-
3 3 .

los (—oo, —3), (—3, 4) y (4, 0o) como se muestra en la figura 8. Seleccionar cual-
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|
I
—3/2 0 4

FIGURA 8

quier punto en cada intervalo y probar la desigualdad. En (—oo, —%) elegimos x =
—2,en (—%, 4) seleccionamos x = 0; y en (4, c0) escogemos x = 5. Es conveniente
colocar los cdlculos como se muestra en la tabla 1. Por tanto, la desigualdad dada es
verdadera en los intervalos (—oo, —%) y (4, 00) y es falsa en el intervalo (—%, 4).

TABLA 1
Intervalo (—o0, —%) (—%, 4) (4, c0)
Puntos de prueba -2 0 5
22— 5x — 12 2(=22-5(-2)—-12=6>0 2002 —50) —12=-12<0 205 —5(5)-12=13>0
Signo Positivo Negativo Positivo

En este caso, tenemos una desigualdad no estricta, de modo que también se
satisface en donde la expresidn cuadratica sea cero, es decir, en x = —% yx = 4. Es-
ta vez, los puntos extremos del intervalo se incluyen en el conjunto solucién. La so-
lucion consiste en los dos intervalos semiinfinitos (—oo, —%] y [4, c0). Este conjun-
to solucién se ilustra en la siguiente figura.

ul |
J I

32 0 4
FIGURA 9

m

Resumen del método de solucién de las desigualdades cuadréticas:

1. Escribir la desigualdad en la forma estandar.

2. Reemplazar el signo de desigualdad por un signo = y resolver la ecuacién cua-
drética resultante. Las raices dividen la recta numérica en intervalos.

3. En cada intervalo elegir un punto y probar la desigualdad dada en ese punto.
Si es verdadera (falsa) en ese punto, entonces es verdadera (falsa) en todos los
puntos de ese intervalo.

4. Para una desigualdad estricta, en el conjunto solucién no se incluyen los pun-

tos extremos de los intervalos. Para una desigualdad no estricta si se incluyen
€s0S puntos extremos.

Algunas veces no podremos factorizar la expresion cuadratica y podria ser necesa-
rio utilizar la férmula cuadrética para determinar los puntos de division de los inter-
valos.

EJEMPLO 3 Resuelva la desigualdad x> — 6x + 6 =< 0.

Soluciéon La desigualdad ya estd en forma estdndar. La correspondiente ecuacion
cuadritica es x> — 6x + 6 = 0, que no tiene raices racionales. Con base en la férmu-

SECCION 3-3 DESIGUALDADES CUADRATICAS DE UNA VARIABLE 107



TABLA 2

la cuadratica, tenemos las raices

—b = Vb%— 4dac —(—6) £ —6)2 — 4(1)(6
Vb= dae | =(=6) = V(=62 =4O _ 1, \/T;,

2a 2-1

=3+V3

X =

Son aproximadamente 1.27 y 4.73 y como es usual dividen la recta de los nlimeros
reales en tres intervalos. Seleccionamos un punto de prueba en cada uno. (Véase
la tabla 2 para los detalles). La conclusién es que la desigualdad es falsa en
(—o0, 3 — \/5) y(@3 + \/5, 00) y es verdadera en (3 — \/g, 3+ \/5).

Intervalo
Punto de prueba

Signo

(—00,3 — V3) G —V3, +3+ V3 (3 + V3, 00)
0 3 5

fx) =x*—6x 6 02-6-0+6=6>0 32-6-3+6=-3<0 52-6-5+6=1>0

Positivo Negativo Positivo

@ 14. Resuelva las desigualdades.
a) x*—2x—2=0
b) x*—2x+2>0
) xX+2x+1=0

Respuesta

a) 1—\/§Sx§1+\/§
b) —co<x<o0

c) x=-—1

Como tenemos una desigualdad no estricta incluimos los puntos extremos,
de modo que el conjunto solucién es el intervalo cerrado [3 — V3, 3 + V3], o
aproximadamente [1.27, 4.73]. Estos se ilustra en la figura 10. @ 14

A
Y

FIGURA 10

EJEMPLO 4 Resuelva la desigualdad x*> + 2 > 2x

Soluciéon En la forma estdndar tenemos x2 — 2x + 2 > 0. La ecuacién cuadritica
correspondiente es x> — 2x + 2 = 0, y de la férmula cuadrética, las raices son

—(— i — —
= —(ED V(=22 — 4D :%(Zi\/—_4)

2-1

De modo que, en este caso no existen raices reales. Esto significa que la expresién
x? — 2x + 2 es positiva para toda x o bien negativa para toda x, ya que si cambiase
de signo tendria que ser cero en algin punto. Entonces todo lo que tenemos que ha-
cer es seleccionar cualquier punto como punto de prueba. El més sencillo es x = 0,
y tenemos 02 — 2 - 0 + 2 = 2 > 0. La desigualdad dada se satisface; de aqui que se
satisface para toda x.

EJEMPLO 5 (Produccion y utilidades) Las ventas mensuales x de cierto articulo
cuando su precio es p délares estan dadas por p = 200 — 3x. El costo de producir x
unidades al mes del articulo es C = (650 + 5x) ddlares. ;Cudntas unidades de este
articulo deberdn producirse y venderse de modo que la utilidad mensual sea por lo
menos de 2200 ddlares?
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@ 15. En el ejemplo 5, ;para qué
intervalo de x la ganancia mensual
excede los $2500?

Respuesta 30 < x < 35

Solucion El ingreso I (en ddlares) obtenido por vender x unidades al precio de p
dodlares por unidad es

I = (Unidades vendidas) X (Precio por unidad)

=xp
= x(200 — 3x)
= 200x — 3x2

El costo C (en ddlares) de fabricar x unidades es C = (650 + 5x). La utilidad U
(mensual) obtenida por producir y vender x unidades estd dada por
U=1-C
(200x — 3x%) — (650 + 5x)
195x — 3x* — 650

Dado que la utilidad U debe ser al menos de $2200, tenemos que U = 2200. En con-
secuencia,
195x — 3x2 — 650 = 2200

Al escribir esto en la forma estdndar y dividir todo entre —3 (notando que el signo
de la desigualdad se invierte), obtenemos la desigualdad

X2 —65x +950 =0

Las raices deben determinarse por medio de la férmula cuadratica:

_ —b*=Vb>—dac

2a

_ —(=65 =+ \/(—65)2 — 4(1)(950)
2-1

= 1(65 = V425)

o aproximadamente 22.2 y 42.8. En los tres intervalos x < 22.2, 22.2 < x < 42.8
y x > 42.8 seleccionamos los tres puntos x = 0, 40 y 100, respectivamente. Encon-
tramos que x> — 65x + 950 > 0 cuando x = 0y 100, pero x> — 65x + 950 < 0
cuando x = 40. Por tanto se sigue que x> — 65x + 950 < 0 para toda x en el inter-
valo 22.2 < x < 42.8. Asi, el conjunto solucién de la desigualdad es el intervalo ce-
rrado [22.2,42.8]. @ 15

De modo que, para alcanzar la meta requerida, el niimero de unidades produ-
cidas y vendidas por mes debe estar entre 22.2 y 42.8, inclusive.

EJEMPLO 6 (Decision de precios) Un peluquero tiene un promedio de 120 clientes
semanales a un costo actual de $8 por corte de cabello. Por cada incremento de 75¢
en el precio, el peluquero perderd 10 clientes. ;Cudl es el precio midximo que pue-
de cobrarse de modo que los ingresos semanales no sean menores que los actuales?

Solucion Sea x el nimero de incrementos de 75¢ por encima de $8. Entonces el
precio por corte de cabello es (8 + 0.75x) ddlares, y el nlimero de clientes serd de
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(120 — 10x) por semana. De modo que

Ingresos totales semanales = Numero de clientes X Precio por corte

= (120 — 10x) X (8 + 0.75x)

Los ingresos por los 120 clientes actuales son 120 X $8 = $960. Por tanto, los nue-
vos ingresos deben ser al menos $960:

Simplificamos:

(120 — 10x)(8 + 0.75x) = 960

960 + 10x — 7.5x* = 960

10x — 7.5x2 =0

La ecuacién correspondiente es 10x — 7.5x% = 0, cuyas soluciones son x = 0y %.
En los tres intervalos x < 0,0 < x < % yx> % seleccionamos los puntos de prue-
ba —1, 1 y 2, respectivamente. Encontramos que 10x — 7.5x?> < 0 cuando x = —1
02, pero 10x — 7.5x2 > 0 cuando x = 1. Por tanto, la solucién de la desigualdad es
el intervalo 0 = x = %. Esto es, el precio de un corte de cabello debe estar entre $8
y $(8 + 0.75 X %) = $9.00. El precio mdximo que puede cobrarse es $9.00.

I jcrcicios 33

(1-22) Resuelva las siguientes desigualdades.

1.
. (2x—5x+3)=0

o NN Ut W

12.
13.
15.
17.
19.
21.
23.
25.
26.
27.

X2 =Tx+12=0
a1 <2
. y2y +1)>6
11.

x—2)x—5<0 2.x+DHx—3)=0
4. Bx—DHx+2)>0
6. 9x>x>+ 14

8. x(x—2)=3

10. 3y2 =4 — 11y
x+2)x—3)>2—x
2x+Dx—=3)<9+x+ Hx —4)

2=4 14. 9x* < 16
xX2+3>0 16. x> +1 =0
X*—6x+9=0 18. x* + 4 =< 4x
X+2x+1>0 20. x> + 9 = 6x
xr+ 13 <6x 22, x>+ 7> 4x
x—=2?2+5=0 24. X2 +2x+4<0
2x+3)x—3)>x—DBx+2)

(I —=3x)x+2)>3—2x)(x + 3)

(Ingresos del fabricante) Al precio de p por unidad, x uni-
dades de cierto articulo pueden venderse al mes en el mer-
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28.

29.

30.

31.

32.

cado, con p = 600 — 5x. ;Cudntas unidades deberdn ven-
derse cada mes con objeto de obtener ingresos por lo me-
nos de $18,000?

(Ingresos del fabricante) Un fabricante puede vender x
unidades de un producto cada semana al precio de p déla-
res por unidad, en donde p = 200 — x. ;Qué nimero de
unidades deberd venderse a la semana para obtener ingre-
sos minimos por $9900?

(Decisiones de produccion) En el ejercicio 27, si cuesta
(800 + 75x) ddlares producir x unidades, ;cudntas unida-
des deberan producirse y venderse cada mes con objeto de
obtener una utilidad de al menos $5500?

(Decisiones sobre fijacion de precios) En el ejercicio 28,
si cuesta (2800 + 45x) ddlares producir x unidades, ;a qué
precio p deberd venderse cada unidad para generar una uti-
lidad semanal de por lo menos $3200?

(Utilidades) Un fabricante puede vender todas las unida-
des de un producto a $25 cada una. El costo C (en délares)
de producir x unidades cada semana estd dado por C =
3000 + 20x — 0.1x% ;Cudntas unidades deberdn producir-
se y venderse a la semana para obtener alguna utilidad?

(Ingresos del editor) Un editor puede vender 12,000 ejem-
plares de un libro al precio de $25 cada uno. Por cada d6-



lar de incremento en el precio, las ventas bajan en 400 37.
ejemplares. ;Qué precio mdximo deberd fijarse a cada
ejemplar con objeto de lograr ingresos por lo menos de
$300,000?

33. (Agricultura) Un granjero desea delimitar un terreno rec-
tangular y tiene 200 yardas de cerca disponible. Encuentre 38.
las dimensiones posibles del terreno si su drea debe ser de
al menos 2100 yardas cuadradas.

34. Un lado de un campo rectangular estd limitado por un
rio. Un granjero tiene 100 yardas de cerca y quiere cubrir
los otros tres lados del campo. Si quiere encerrar un drea 39.
de al menos 800 yardas cuadradas, ;cudles son los posibles
valores para la longitud del campo a lo largo del rio?

35. Una caja abierta se fabrica de una hoja rectangular metali-
ca de 16 por 14 pies, cortando cuadrados iguales de cada
esquina y doblando hacia arriba los lados. Si el drea de la
base de la caja es al menos de 80 pies cuadrados, (cudl es 40.
la médxima altura posible de la caja?

36. Una hoja rectangular de cartén es de 16 por 10 pulgadas.
Se cortan cuadrados iguales de cada esquina y los lados se
doblan hacia arriba para formar una caja abierta. ;Cual es
la altura médxima de esta, caja si la base tiene un drea de al
menos 72 pulgadas cuadradas?

B 3-4 VALORES ABSOLUTOS

(Conservacion) En cierto estanque se crian peces. Si se in-
troducen n de ellos alli, se sabe que la ganancia de peso
promedio de cada pez es de (600 — 3n) gramos. Determi-
ne las restricciones de n, si la ganancia total en peso de to-
dos los peces debe ser mayor que 28,800 gramos.

(Inversiones) Un accionista invierte $100 a un interés
anual del R por ciento y otros $100 al 2R por ciento anual.
Si el valor de las dos inversiones debe ser de al menos
$224.80 después de 2 afios, ;qué restricciones deben esta-
blecerse sobre R?

(Politica de fijacion de precios) Un supermercado se en-
cuentra con grandes existencias de manzanas que debe
vender rdpidamente. El gerente sabe que si las manzanas se
ofrecen a p centavos por libra, venderd x libras, con x =
1000 — 20p. {Qué precio deberd fijar con el fin de obtener
ingresos por lo menos de $120?

(Decisiones sobre fijacion de precios) Un peluquero atien-
de en promedio a 120 clientes a la semana cobréandoles $4
por corte. Por cada incremento de 50¢ en el precio, el pe-
luquero pierde 8 clientes. ;Qué precio maximo deber4 fijar
para obtener ingresos semanales de al menos $520?

Si x es un nimero real, entonces el valor absoluto de x, denotado por | x|, se defi-

X six=0
|xr={

—X six <0

ne por
@ 16. Evalie a) — | 5]

by |2-3—4]

o 12l + =31 - |4] Porejemplo,|5‘=5,|—3|

=—(-3)=3ylo] =0. *«16

De la definicién, es claro que el valor absoluto de un niimero siempre es un
niimero real no negativo; es decir,

‘x|20

El valor absoluto de x es una medida del “tamafio” de x sin tener en cuenta que x sea

negativo o positivo.
EJEMPLO 1 Resuelva para x.

Respuesta a) —5 b)5 ¢)1

lox —3] =5
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@ 17. Resuelva para x:
a) |x+1| =2

b) |x—1] =3 —2x]
o lx—1]=3-2

Solucién De acuerdo con la definicién de valor absoluto, se satisface la ecuacién
dada si

2x—3=5 obien 2x—3=-5
porque en cualesquiera de los dos casos, el valor absoluto de 2x — 3 es 5. Si 2x —
3 =5, entonces 2x = 3 + 5 = 8 y asi, x = 4. De manera similar, si 2x — 3 = =5,
entonces x = — 1. En consecuencia, hay dos valores de x, x =4y x = —1, que sa-
tisfacen la ecuacién dada.
EJEMPLO 2 Resuelva para x.

13x — 2] = |2x + 7|

Soluciéon La ecuacién se satisface si

3x —2=2x+7 obien 3x—2=-2x+7)

Resolviendo estas dos ecuaciones por separado, obtenemos x =9y x = —1. @ 17

De los ejemplos 1y 2, es claro que tenemos las siguientes reglas generales para re-
solver ecuaciones en que aparecen valores absolutos.

Si |a | = b, donde b = 0, entonces a = bobiena = —b

Silal = 1b

,entoncesa = bobiena = —b

Observacién El simbolo Va denota la raiz cuadrada no negativa del niime-
ro real a (a = 0). Por ejemplo, \V/9 = 3. La raiz cuadrada negativa de 9 se denota
mediante —\/9. Usando el simbolo de radical, podemos dar la siguiente definicién
alternativa de valor absoluto.

Ix| = V2

Respuesta a) —301
b) 502
c) % (six = 2, el lado derecho es

negativo)
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1|>or ejemplo, V32 =V9 =3, V(=52=V25=5=|-5| y Vx-32=
x— 3.

Podemos interpretar |x| geométricamente. (Véase la figura 11). Los ntime-
ros 3 y 8 sobre la recta numérica estan separados 5 unidades. También | 8—3 | =

|s| =5y |3—8|=|-5| =5.Enconsecuencia, |8 — 3| = |3 — 8] daladis-
tancia entre los puntos 3 y 8 de la recta numérica. En general, podemos interpretar
|x —c | = | c— x| como la distancia entre los puntos x y ¢ situados sobre la recta
numérica, sin prestar atencion a la direccion. Por ejemplo, la ecuacién |x -2 | =5
3 8
< S — >

|8 — 3| = |3 — 8| = 5 unidades

FIGURA 11



@ 18. Exprese lo siguiente utili-
zando valores absolutos:
a) x esta a lo mas a 4 unidades
del 3
b) 5 — x estd 4 unidades alejado
de x

Respuesta a) |x - 3| =4
b |5—2x] =4

establece que la distancia entre x y 2 sobre la recta numérica es 5 unidades, sin im-
portar la direccién. Por tanto, x puede ser2 + 5 =702 — 5 = —3, como se apre-
cia en la figura 12.

5 unidades 5 unidades

A
A

FIGURA 12

Dado que |x| = |x -0/, x| representa la distancia del punto x sobre el eje
real al origen O, sin importar la direccién. (Véase la figura 12). También, dado que
la distancia entre O y x es igual a la distancia entre O y —x, se sigue que:

x| = | x|

Por ejemplo, |7| = |—7| =17.
IO L .| N
- f f f >
—-X 0 X
FIGURA 13

En el ejemplo 3 varios enunciados se reexpresan en términos de valores abso-
lutos.

EJEMPLO 3
a) x estd a una distancia de 3 unidades del 5: |x -5 | =3
b) x estd a menos de 7 unidades del 4: |x —4 | <7
c¢) x estd al menos a 7 unidades del —3: |x — (—3)| =70 |x + 3| =17

d) T se enc|uentra estrictamente dentro de un radio de 3 unidades del 7:
x—7]1 <3

e) x estd dentro de c unidades de a: |x - a| =c. @18

Consideremos ahora algunas desigualdades que incluyen valores absolutos.
La desigualdad |x | <5 implica que la distancia entre x y el origen es menor que 5
unidades. Dado que x puede estar a la derecha o a la izquierda del origen, x estd en-
tre =5y S0 —5<x<5.(Véase la figura 14). De manera similar, |x | > 5 impli-
ca que x estd a mas de 5 unidades del origen (a la derecha o a la izquierda); es
decir, x < —5 0 x > 5. (Véase la figura 15). Este resultado se generaliza en el teo-
rema siguiente:
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-5 0 5 -5 0 5

A
\
3

| L -
T

x| <5 x| > 5
-5<x<5b
FIGURA 14 FIGURA 15

TEOREMA 1 Sia > 0, entonces,

|x|<asiysélosi—a<x<a (1)

|x|>asiysélosix>a obien x< —a )

Las figuras 16 y 17 se refieren al teorema 1.

| L P

)
hl U T \

A

A

—-a (I) a —a 0 a
Ix|<a x| > a
FIGURA 16 FIGURA 17

EJEMPLO 4 Resuelva l2x - 3] <5 para x y exprese el resultado en términos de
intervalos.

Solucion Usando la proposicién (1) del teorema 1, la desigualdad dada implica
que

—5<2x—-3<5
Sumando 3 a cada lado de la doble desigualdad y simplificando, obtenemos

“5+3<2x—-3+3<5+3

—2<2x<8
Enseguida dividimos todo entre 2:
—1<x<4

En consecuencia, la solucion consta de todos los nimeros reales x situados en el in-
tervalo abierto (—1, 4). (Véase la figura 18).

FIGURA 18

EJEMPLO 5 Resuelva | 2 — 3x| > 7 para x y exprese el resultado en notacion de
intervalos.
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@ 19. Resuelva las desigualdades.

a) |1—x| <4
by |7—4x| =3
c) |x—l| + |x+1| <0

Respuesta a) —3 <x <5
byx=lox=3
¢) no hay solucién

Solucién Utilizando la proposicion (2) del teorema 1, la desigualdad dada implica
que
2—3x>7 obien 2-—-3x<-7
Considerando la primera desigualdad, tenemos que
2-3x>7
Restando 2 a ambos lados y dividiendo entre —3 (y cambiando el sentido de la de-
sigualdad):
x <=2

De manera similar, resolviendo la segunda desigualdad,

x>3

Asi, |2 — 3x| > 7 es equivalente a

x<-2 obien x>3

Por tanto, la solucién consta de todos los niimeros reales que no estdn en el interva-
lo cerrado [—%, 3]. (Véase la figura 19).

Il Il L L L L
T T \ T T T

!
T
0 3

:
—-5/3
FIGURA 19
EJEMPLO 6 Resuelva |2x — 3| + 5 = 0 para x.

Solucion La desigualdad dada se puede reescribir como
|2x =3 = -5

Pero | 2x — 3 | nunca puede ser negativo, de modo que no existen valores de x pa-
ra los cuales sea verdadera la desigualdad dada. Asi no existe solucién. @ 19

EJEMPLO 7 Resuelva la desigualdad |3x — 5| =x + 1

Solucién Si (x + 1) < 0, alli claramente no habria solucién, ya que el valor abso-
luto del lado izquierdo no puede ser menor que un nimero negativo. Asi el conjun-
to solucion estd restringido de inmediato ax = —1.
Six + 1 =0, podemos utilizar el teorema 1 para expresar la desigualdad da-
da en la forma
—(x+DH=3x-5=@x+1

La mitad izquierda de esta desigualdad doble, —(x + 1) = 3x — 5, conduce ax = 1.
La mitad derecha, 3x — 5 = x + 1, lleva a x = 3. Deben satisfacerse las tres condi-
ciones, x = 1, x = 3 y x = —1. Asi, el conjunto solucién es 1 = x = 3 o el inter-
valo cerrado [1, 3].

Concluimos esta seccion estableciendo dos propiedades basicas del valor ab-
soluto. Si a y b son dos nimeros reales, entonces
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lab| = |al - |b] 3)

al_dab 1) (4)
bl bl ‘
EJEMPLO 8
a) =33 =1-3115] =3)5) =15
b |22 = lx 2| (c# —1)
1+x [1+ x|
x—7‘ |x—7| |x—7|
c) = =
-3 | -3 3

Las ecuaciones (3) y (4) se deducen con facilidad del hecho que para cualquier nu-
mero real x, |x| = Vx2. Por ejemplo, la ecuacién (3) se deduce como sigue:

lab| = V(aby?
— a2b2
Vat - Vi

lal - 5]

(usando una propiedad de los radicales)

I :)rcicios 3-4

(1-4) Evalde.
L V2l -2] +5]-V2 2. V32 +[V3-1]
3. |m—s5| - [-2| 4. 13-V5|-1V5-2|
(5-18) Resuelva las ecuaciones siguientes para x.

5.13-7x| =4 6. l2x+5| =7

7 lx+2l = 13—« 8. %\ﬂax-ﬂ
9. [3x—2] =4 —x 10. [x+3] =5—x
1L |x+3|=x-5 12. [3x -2 =x—4
13. |x-3l+7=0 14, [2x+ 1]+ [3x—2=0
15. 3);__35‘=6 16.‘%‘=5
17.l—3‘:4 18.‘3— i ‘:7

X x—2
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(19-36) Resuelva las desigualdades siguientes y exprese la so-
lucién en forma de intervalos, si es posible.

19. [3x+7] <4 20. [2x — 6] =3

21. |2 —5x] =3 2. [3-4x] <1
23.5+2]3 - 2| <7 24.5-2|3-2x| =1
25.7+ |[3x—5] =5 26. |3x— 13| +6=0
27. |x+2] +]l2x—1] =0

28. [3x—2| +|lox =7 <o

29.‘5;’“ +4=2 30.‘%_

31. [5—2x| +5=0 32. |2x—3| +|7+3x] <0
#33, [2x — 3] <x—4 #34, |x—2] <3 —x

#35, |x — 3] <x -2 #36. [3x — 2] >2x—3



(37-38) Exprese las siguientes afirmaciones en términos de la
notacién de intervalos.

37. a) x estd a menos de 5 unidades de 3.
b) y estd a lo més a 4 unidades de 7.
c) testd a una distancia de 3 unidades de 5.

d) z estd estrictamente a menos de o (sigma) unidades de
w (mu).

e) x difiere de 4 en mas de 3 unidades.

/) Xx difiere de p por més de 3 unidades.
38. a) x esta al menos a 4 unidades de —5.

b) y estd alo mds a 7 unidades de 3.

¢) x esta a menos de 3 unidades de 9.

d) x es menor que 4 y mayor que —4.

e) x es mayor que 3 o menor que —3.

f) xexcede a w en mds de 2 unidades.

g) y es menor que 7 por mds de 3 unidades.
h) x difiere de y por més de 5 unidades.

39. (Acciones) De acuerdo con una prediccién de una revista
financiera, el precio p de las acciones de la Bell Co no
cambiardn de su valor actual de $22 por mds de $5. Utili-
ce la notacién de valor absoluto para expresar esta predic-
cién como una desigualdad.

40. (Mercado de viviendas) De acuerdo con una encuesta de
bienes raices, el precio (en délares) de una casa promedio
en Vancouver el préximo afio estard dado por

|x — 210,000] < 30,000

Determine el precio mds alto y el mds bajo de la casa para
el afio préximo.

B R:rASO DEL CAPITULO 3

Términos, simbolos y conceptos importantes

3.1 Los simbolos de desigualdad <, >, =, =. Desigualdad es-
tricta. Desigualdad doble.
Conjunto, miembro o elemento de un conjunto. Conjunto
finito, conjunto infinito.
Conjunto vacio
Meétodo de enumeracién, enumeracioén parcial.
Método por comprension o método de la regla; la notacion
{x | x satisface la regla}.
Subconjunto, subconjunto propio. Igualdad de dos con-
juntos.
Intervalos, puntos extremos. Intervalos cerrados, abiertos y
semiabiertos.
Intervalos infinitos y semiinfinitos.
Notaciones equivalentes, tales como: {xla < x = b}, (a, b],
o bien sobre la recta numérica,

L 1

\ T 0
b a a b

3.2 Desigualdad lineal, conjunto solucién de un desigualdad.
Las reglas de suma y multiplicacioén para la manipulacién
de desigualdades.

Procedimiento para la resolucién de una desigualdad lineal
o una desigualdad lineal doble.

3.3 Desigualdad cuadrética.

Procedimiento paso a paso para la resolucién de una desi-
gualdad cuadritica.

3.4 Valor absoluto de un niimero real y su interpretacién geo-

métrica.
Férmulas
Silal =byb>0,entoncesa =boa=—b.Silal = |bl,
entonces a = boa = —b.

Si |a| <byb>0,entonces —b < a <b.Si |a| > b, en-
tonces a < —b o bien a > b.

lal
=—, (b#0)

|b

a

lal = Va2 labl = lal-|bl; b

)
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1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las pro-
posiciones siguientes. Cada enunciado falso cdmbielo por
una proposicién verdadera correspondiente.

a) Six > 0 entonces x> > x

b)

c)

e)

—

4
h

=

i)
)
k)

D

1 1
m)Six,y>0yx >y,entonces;<—

Al sumar en ambos lados de una desigualdad el mismo
nimero negativo, la desigualdad cambia su sentido.

Cuando se multiplican ambos lados de una desigualdad
por el mismo niimero positivo, la desigualdad preserva
su sentido.

Silal = |b

, entonces a = b

El valor absoluto de todo nimero real siempre es un nu-
mero positivo.

Si |x2| = |y2| entonces x = y o bien x = —y
La ecuacion |x -1 | + 1 = 0 no tiene solucién.

La ecuacion |x + 1 | = x + 1 se satisface para cual-
quier nimero real x.

Si 0 > x > y entonces |x| > |y|
Si |x| < |y| entonces x> < y?

Una desigualdad cuadrdtica tiene dos soluciones, una
solucién o no tiene soluciones.

lx+yl<=Ixl+1y
reales x y y.

, para cualesquiera nimeros

y

(2-40) Resuelva las desigualdades siguientes.

2. 20— 3) + 3(x + 5) < 9(2x — 5) + 2
3.3x+2x—1)>6x—9

4. 32x + 3) + 52x — 3) = 5(5x — 3)
5.2 —5x+6<0

6. 4x+1)=GBx+ 1)+ 209 — 2x)

7. x*=3—2x

8. 3x2=24x — 48

9. 2(x2+5x) —20>(1 — x>+ (1 +x2—2
*IO.I—I—iSZO—?ax
ﬂL%s%+%

12.i>x

X
1B+ 12<(x+22—2x+1)
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*14.

15.
16.
17.
*18.
*19.
20.

21.

22,

23.

24,
25.

*26.

27.
28.
29.
30.

31.
32.

33.
34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

12
——>2(x +6)
x—1

Bx—2)+1=(6x—1)6—x) —5x—2)
21x + 30 = 45x — 26

X*=3x-2

X =3x2—=3x+1=(x+ 1)?
x—Dx+3)2x—5=0

4x2<12x — 9

11
x—3 6

1 1

>__

x+1 12
£+x_5+ﬁ<]
3 7 21
5x* — 6= 13x
x+2)x—3)>2+(x— Dx—2)

G+ D = 2%) = 2x + 7)(19 + x)
(x—12+1=0
(14202 + (1 +x)(1 —x) =32 +2x + 4
lx—2] +5<8

l2x — 1] -4=0

1 —7x] +3=0

l2x = 3] + [5x+1] <0

[7x —2] + [5x—1] =0

|x—1| > |1—x|

3

=1
|x— 8]
|2x;—5| =3
7|7_23x| =15

9—|3x—-7] <0

(41-50) Resuelva las siguientes ecuaciones.

41.

|7x +2| +5=21



42. |2«| + x| =12

#43, |32 — 3x| = 2x

4. |2 -3| =6

45. |1 — 22| =24

46. |5x—1] + |2x—8]| =0
47. |3x— 4] - 7lx+2| =0
48. |2 —6x| + Jox—3| =0
#49, |3x — 5] =1 -«

50, |2x — 1] = 3«

51

52.

53.

54.

. (Decision sobre la renta de un teléfomo celular) Adriana
Rojas va a contratar los servicios de telefonia celular, des-
pués de analizar diversos planes, su decision queda entre
los dos siguientes. El plan A, con una renta mensual de 10
délares mensuales més $0.20 por cada minuto de tiempo
aire. El plan B, con una renta mensual de $20 mds $0.12
por cada minuto de tiempo aire. Determine el nimero de
minutos mensuales que debe utilizar Adriana para que el
plan B sea mds barato que el plan A.

(Ingresos del fabricante) Daniela Espejel puede vender x
paquetes de software cada semana al precio de p délares
cada uno, en donde p = 70 — x. ;Cudntos paquetes debe
vender Daniela para obtener ingresos minimos de $1200 a
la semana?

(Ingresos del fabricante) Manuel Zamora, gerente de una
distribuidora de televisores, sabe que a un precio de p déla-
res por unidad de cierto modelo pueden venderse x unidades
al mes y la relacion entre precio y las unidades vendidas es
p = 1000 — 2x. ;Cuéntas unidades deben vender Manuel
para que los ingresos mensuales sean de al menos $45,000?
El precio de ese modelo de televisor no puede ser menor a
$300.

(Decisiones de produccion) En el ejercicio 53, si cuesta
(6000 + 300x) délares producir x televisores al mes, ;cudn-
tas unidades deberan producirse y venderse cada mes para
que la utilidad mensual sea al menos $13,200? (Recuerde
que el precio de ese modelo de televisor no puede ser menor
a $300).

55.

56.

57.

58.

59.

60.

(Fijacion de precios) En un terreno de cultivo familiar, Dina
Vogt tuvo una cosecha de 500 kilogramos de fresas, pero de-
be venderlas rdpidamente, pues los costos de almacenamien-
to son muy altos. Ademds, sabe que el precio que fije debe
ser menor a $20. Por otro lado, si las fresas se ofrecen a p
pesos por kilogramo, vendera x kilogramos, con x = 500 —
8p. (Qué precio debe fijar Dina con el propdsito de obtener
ingresos de al menos $5700?

(Precio de automoviles) De acuerdo con la revista El mun-
do de la velocidad, el afio préximo el precio, p en délares,
de un automévil compacto estard dado por

|p — 12000] = 1500

Determine el precio més alto y el mas bajo que tendrd un au-
tomévil compacto el proximo afio, de acuerdo con esa.

(Produccion y utilidades) Jorge Ifiigo elabora rompecabezas
de madera; puede vender todos los que produce al precio de
$12 por unidad. Los costos de materia prima y mano de obra
por unidad son de $6 y los costos fijos semanales son $1000.
(Cuantos rompecabezas deberd producir si desea obtener
utilidades semanales de al menos $500?

(Decision sobre inversiones) Rubén Nava invertira un total
de $55,000. Puede elegir entre bonos emitidos por el esta-
do, que ofrecen una tasa de interés de 6% anual, o bien,
con un riesgo mayor, bonos hipotecarios con una tasa de
interés de 9% anual. ;Qué cantidad maxima debe invertir
en los bonos del estado, si desea recibir un ingreso anual,
por concepto de intereses de al menos $3900?

(Decision sobre inversiones) Con respecto al ejercicio an-
terior, si Rubén puede comprar una obra de arte en $55,000
y considera que es posible venderla dentro de un afio en
$59,200. Ahora, ;qué cantidad maxima debe invertir en los
bonos del estado, si desea recibir un mayor ingreso anual,
por concepto de intereses que la ganancia con la venta de
la obra de arte?

(Decision sobre fijacién de precios) En una clinica veteri-
naria, un servicio que se ofrece es el aseo de perros. En
promedio se atiende a 100 a la semana, cobrdndoles $20 a
cada uno. Por cada incremento de $1 en el precio, la clini-
ca pierde 2 clientes. ;Cudl es el menor precio que deberd
fijarse para obtener ingresos semanales de al menos
$2250?
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CASO DE ESTUDIO

{COMPRAR O RENTAR?

Retomando el problema que aparece al inicio del capitulo, en
el que se debe determinar el precio por kilémetro que la empre-
sa estaria dispuesta a pagar para adoptar el plan B (renta de un
automovil) en vez del plan A (compra de un automévil), a con-
tinuacién se plantea el problema. Si se denota con p al precio
por kilémetro recorrido, entonces, cada mes el costo de rentar
el automdvil seria de

3000 + 2000p

Puesto que son 24 meses, el costo total de rentar el auto-
movil seria

(Costo del seguro) + (Costo de renta y uso del automévil
durante 36 meses),

es decir,
5000 + 24 X (3000 + 2000p)
El costo en el plan A, era

(Pago inicial) + (24 mensualidades de $4700 cada una)
— (Valor de rescate),

por lo que el costo del plan A seria de
5000 + (24 X 4700) — 70, 000 = $103,400

Ahora, lo que se necesita determinar es el precio, p, para el
cual el costo del plan B sea menor o igual al costo con el plan
A, es decir,

5000 + 24 X (3000 + 2000p) = 103,400

120 CAPITULO 3 DESIGUALDADES

Con los métodos estudiados en este capitulo es facil deter-
minar que la solucion es p = 0.55. Quiere decir que un precio
de $0.55 por kilémetro hace que los dos planes tengan el mis-
mo costo, pero con un precio por kilémetro inferior a $0.55, el
plan B es superior al plan A.

Responda las siguientes preguntas, tome como base el
planteamiento original y sélo cambie lo que se indica en cada
caso:

i. (A lo mds, cudntos kilémetros mensuales, en promedio,
debe viajar el representante de ventas para que el plan B
sea mejor que el plan A?

ii. Después de negociar con el distribuidor de automdviles,
la empresa logra que el pago mensual en la compra del
automdvil sea de $4400. ;A lo més cudntos kilémetros
debe recorrer el representante de ventas, para que el
plan B sea mejor que el plan A?

Una consideracién que en este momento no se tomo en
cuenta es que el valor del dinero cambia con el tiempo, en ca-
pitulo 7 se tratard este tema, matemdticas financieras. Esto es
muy importante para la toma de decisiones, pues no tiene el
mismo valor desembolsar, por ejemplo, $60,000 hoy, que
$5000 cada mes durante los siguientes 12 meses. Como se co-
ment6 aprenderd mas de este tema posteriormente en este libro.



CAPIiTULO

Lineas rectas

El problema de la sefiora Benitez

Con frecuencia nos preguntamos, ;para qué me puede
servir lo que estudiamos en matemadticas? En particular,
(hay aplicaciones “reales” de la linea recta? Para muestra
baste el siguiente ejemplo: consideremos una situacién
a la que se enfrentan algunas personas cuando tienen
que decidir acerca de elegir un trabajo, o distintas posibi-
lidades de pago de su salario mensual.

La sefiora Lucy Benitez se dedica a la venta de pa-
quetes de computo y tiene que elegir entre las siguientes op-
ciones:

1. Sueldo base mensual de $4000 mds 4% de comi-
sién sobre las ventas realizadas en el mes.

2. Sueldo mensual de $2500 mds 5% de comisién
sobre las ventas realizadas durante el mes.

3. Sueldo base mensual de $4500 mds 2.6% de co-
mision sobre las ventas realizadas durante el mes.

4. Comision de 6% sobre las ventas realizadas du-
rante el mes.

Cada paquete de cémputo tiene un valor de $6,000.

Usted, ;/qué le recomendaria a la sefiora Benitez?
(Por qué? En este capitulo se estudiard la linea recta y al-
gunas aplicaciones; al final del capitulo resolveremos este
problema y lo podra comparar contra la solucién que haya
obtenido.

TEMARIO

4-1 COORDENADAS CARTESIANAS

4-2 LINEAS RECTAS Y ECUACIONES LINEALES

4-3 APLICACIONES DE ECUACIONES LINEALES

4-4 SISTEMAS DE ECUACIONES

4-5 APLICACIONES A ADMINISTRACION Y ECONOMIA
REPASO DEL CAPITULO

121



B 4-1 COORDENADAS CARTESIANAS
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Una relacion entre dos variables por lo regular se expresa mediante de una ecuacion
algebraica que contiene las dos variables. Por ejemplo, si x es la longitud (en centi-
metros) del lado de un cuadrado y si y es su drea (en centimetros cuadrados), enton-
ces la relacion entre x y y se expresa por la ecuacién y = x2. Para cada valor de x, el
valor respectivo de y se obtiene elevando al cuadrado el valor de x.

Una ecuacion algebraica de este tipo puede representarse en forma geométri-
ca mediante una grifica. A menudo es cierto que las caracteristicas significativas de
la relacion se aprecian con mayor claridad en la gréfica que en la relacion algebrai-
ca entre las variables. Al estar frente a una relacién algebraica, es muy dtil (en par-
ticular en las aplicaciones de matematicas) desarrollar el hdbito de preguntarnos qué
forma tendria su grafica.

Las gréficas se construyen utilizando las llamadas coordenadas cartesianas.
Dibujamos dos rectas perpendiculares denominadas ejes de coordenadas, una hori-
zontal y otra vertical, intersecdndose en un punto O. La linea horizontal se denomi-
na eje x, la vertical, eje y y O es el origen. Un plano con tales ejes de coordenadas
se denomina plano cartesiano o simplemente plano xy.

Seleccionamos una unidad de longitud a lo largo de los dos ejes. (Por lo regu-
lar, las unidades de longitud sobre ambos ejes son las mismas, pero no es necesario
que sean iguales). Partiendo del origen O que hace las veces de cero, marcamos es-
calas numéricas como se muestra en la figura 1. Los niimeros positivos se disponen
a la derecha de O, sobre el eje x y por encima de O a lo largo del eje y.

Consideremos cualquier punto P sobre el plano. Desde P, trazamos la perpen-
dicular PM al eje x y la perpendicular PN al eje y, como se observa en la figura 1.
Si el punto M representa al niimero x sobre el eje x y el punto N representa al pun-
to y sobre el eje y, entonces x y y se denominan las coordenadas cartesianas del
punto P. Escribimos estas dos coordenadas encerradas entre paréntesis, en el orden

(x, ¥).
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FIGURA 1



@ 1. Grafique los puntos (—4, 0),
0,4), 2, -1, (=2, =Dy (=3,3)

Respuesta

(0, 4)

En esta forma, correspondiendo a cada punto P del plano, existe una tnica
pareja de nimeros reales (x, y), que son las coordenadas del punto. Y reciprocamen-
te, observemos que a cada pareja de nimeros reales (x, y) le corresponde un dnico
punto en el plano. Esta representacién de puntos en el plano por parejas de niime-
ros reales se llama sistema de coordenadas cartesianas.

Si la pareja (x, y) representa al punto P en el plano, entonces x (el primer ele-
mento) se llama la abscisa o coordenada x del punto P y y (el segundo elemento)
se denomina la ordenada o coordenada y de P. La abscisa y la ordenada de P se
conocen como las coordenadas cartesianas o rectangulares del punto P. La nota-
cién P(x, y) se utiliza para denotar al punto P con coordenadas (x, y).

Las coordenadas del origen son (0, 0). Para cada punto del eje x, la coordena-
da y es cero; cada punto del eje y tiene coordenada x cero. En la figura 2 aparecen
varias parejas de nimeros reales y los puntos correspondientes. @ 1

%%
(0,5) o
(4, 3)7 ------- B
Y S < (3,2
: I |
| |
-l — L1 1 4 1,
" o| | 5,0 x
! |
| - |
| |
i __________ P (4, -3)
(-2, —4) & ————
]
FIGURA 2

Los ejes de coordenadas dividen al plano xy en cuatro porciones, llamadas
cuadrantes. Los cuadrantes se conocen como el primero, segundo, tercero'y cuar-
to, como se observa en la figura 3.

(x, y) estd en el primer cuadrante six >0y y >0
(x, y) estd en el segundo cuadrante six <OQyy >0
(x, y) estd en el tercer cuadrante six < 0y y <0

(x, y) estd en el cuarto cuadrante six >0y y <0
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Segundo cuadrante Primer cuadrante

x<0,y>0 x>0,y>0

o) x
Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

x<0,y<0 x>0,y<0

Y

FIGURA 3

TEOREMA 1 (FéRMULA DE LA DISTANCIA) Si P(x;, y,) y O(x,, y,) son dos
puntos cualesquiera en el plano, entonces la distancia d entre P y Q estd dada por

d="V(x,—x)*+ (y, — y)>

Antes de probar esto, veamos si es valido para dos puntos situados sobre la
misma linea horizontal. Sea P el punto (4, 3) y QO el punto (—2, 3). (Véase la figura
4). Entonces y, — y, = 3 — 3 = 0, mientras que x, — x,, =2 — 4 = —6. En conse-
cuencia,

d=V(=61+0=6
Nétese que cuando, y, — y, = 0,
d=V(x,—x)=x,—x

De manera similar, para dos puntos situados sobre la misma linea vertical, d =
V(y, = y1)2 = |y2 - y1|

l

AY
[ @
Q(-2,3) P (4, 3)
I R N B B Lo
-2 0 4 X
FIGURA 4

DEMOSTRACION Si PM y ON son perpendiculares de los puntos P(x,, y,) y O(x,,
¥,) al eje x y PA 'y OB son perpendiculares al eje y, como se observa en la figura 5,
entonces las coordenadas de los puntos M, N, Ay B son las que se dan en esa mis-



Y
0, y,) Q (X5 ¥,)
©, y,) R
0 N(x,0) x
\j

FIGURA 5

ma figura. Sea R el punto en que la linea PA corta la linea QN, de modo que POR
es un triangulo rectangulo con dngulo recto en R.
De la figura 5* tenemos que

PR=MN=ON — OM = x, — x,
y también
RO=AB=0B—0A=y,—y,
Enseguida aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo POR.
PQ? = PR? + RQ?
o bien
d>=(, = x)+ @, — )’

Extrayendo raiz cuadrada (la raiz cuadrada es no negativa dado que la distan-
cia siempre es no negativa), tenemos

d=V, —x 2+ 0, =y (1)

que prueba el resultado. La ecuacién (1) se conoce como formula de la distancia
en el plano.

EJEMPLO 1 Encuentre la distancia entre los puntos A(—1, 3) y B(4, 15).

* La figura 5 se dibuj6 con Py Q en el primer cuadrante. Las ecuaciones para PR y RQ se aplican para
cualesquier cuadrantes donde estén situados los puntos. Sin embargo, en la figura 5, Q se dibujé a la de-
recha de P, de modo que x, > x; y y, > y,. En el caso mas general (cuando estas condiciones no se sa-
tisfacen) las distancias vertical y horizontal entre Py Q estdn dadas por PR = [x, — x| y RO = |y, — y||-
Puede verse entonces que la ecuacion (1) para d atn es vdlida en este caso general.
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@ 2. ;Cudl es la distancia de
(=3, =2)aa)(0,2);0) (1, 4)?

Respuesta a)5; b) V52

@ 3. Encuentre a si los puntos
(0,a) y (—1, 1) estdn a la misma
distancia de (1, 2)

Respuesta a = 004
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Solucion Identificamos los dos puntos dados como
=L3)=Cpy) y 415 =(x,y,)

Ahora utilizamos la formula de la distancia.

AB = \/(x2 - xl)z + (yz - yl)z
=V@ — (—1)2 + (15— 3)?
=V52+122=V169=13 @& 2

EJEMPLO 2 La abscisa de un punto es 7 y su distancia al punto (1, —2) es 10. De-
termine la ordenada del punto.

Solucion Sea P el punto cuya ordenada se requiere y A el punto (1, —2). Sea y la
ordenada del punto P. Entonces las coordenadas de P son (7, y), dado que su absci-
sa se hizo igual a 7. Del enunciado del problema, tenemos que

PA =10
Ahora, identificando los puntos P y A como
T,y =Cny) y (I, =2) = (x5, y,)

y usando la férmula de la distancia, tenemos

PA=V(x, = x)+ (¢, — )= VU =77+ (=2~

o bien

10 = V36 + 2 + y)

de la ecuacion (1). Enseguida elevamos ambos lados al cuadrado.
100 =36+ (2 +y)>=36+4+ 4y +)?
Por tanto,
y2+4y—60=0
o bien
O+10)(y—6)=0

En consecuencia, una de las condiciones siguientes debe ser valida:

y+10=0 obien y—6=0
y=—10 y==6

La ordenada del punto requerido Pes 6 0 —10. @ 3

DEFINICION La grafica de una ecuacién con dos incégnitas, tales como x y y, es
el conjunto de todos aquellos puntos cuyas coordenadas (x, y) satisfacen la ecua-
cion.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién 2x —y — 3 = 0. Uno de los puntos
cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion es (1, —1), dado que la ecuacién se satis-



face cuando sustituimos x = 1y y = —1. Otros puntos son (0, —3) y (2, 1). La grafi-
ca de la ecuacion se obtiene graficando estos puntos y otros que satisfagan la ecua-
cion.

Dibujar la gréifica exacta de una ecuacién con dos incégnitas, es por lo regu-
lar, una tarea imposible que requeriria graficar un nimero infinito de puntos. En la
préctica, se elige un nimero suficiente de puntos que satisfagan la ecuacioén dada y
que exhiban la naturaleza general de la gréifica. Estos puntos se grafican y se unen
mediante una curva suave.

Cuando encontramos los puntos que satisfacen una ecuacién determinada, a
menudo conviene despejar una de las incdgnitas de la ecuacidn en términos de la
otra. Por ejemplo, si resolvemos la ecuacién 2x —y — 3 = 0 para y en términos de
X, tenemos

y=2x—3

Ahora, si damos valores a x, podemos calcular los valores correspondientes para y.
Digamossix =1,y =2(1) =3 = —1;six =35,y = 10 — 3 = 7, etcétera.

EJEMPLO 3 Dibuje la grifica de la ecuacién 2x —y — 3 = 0.
Solucion Resolviendo la ecuacién dada para y, tenemos
y=2x—3

Los valores de y que corresponden a distintos valores de x se dan en la tabla 1. Gra-
ficando estos puntos, observamos que estdn situados sobre una linea recta. (Véase
la figura 6). Esta linea es la gréfica de la ecuacion dada.

TABLA1
x [ -2 -1 0 1 2 3 4
y | =7 -5 -3 -1 1 3 5
«l 1
-4 -2

(=1,-5)

FIGURA 6
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EJEMPLO 4 Dibuje la grifica de la ecuacién y = 5 — x?

Solucién Puesto que x aparece en la ecuacion elevada a la segunda potencia y
(x)?> = (—x)? la tabla de los valores de x y de y puede abreviarse combinando valo-
res positivos y negativos de x. (Véase la tabla 2).

TABLA 2
x| 0 *1 *2 *3
y |5 4 1 —4
& 4. Grafique las ecuaciones Graficamos estos puntos y los unimos mediante una curva suave, obteniendo
y=1—xyy=VI1-—x la gréfica de la ecuacién y = 5 — x? que se aprecia en la figura 7. @ 4
%4
(=2,1) 2,1
-« 1| [ .
-6 —4 4 6 x
_2 —
(=3, -4) —4- (3, —4)
Respuesta -
_6 I
X -8 -5 -3 -2 -1 0 1 2 4 6 Y
y=1-x 9 6 4 3 2 10 -1 -3 -5 FIGURA 7
y=V1-x 3 245 2 173 1.41 1 0  No definido

EJEMPLO 5 (Demanda) Si un articulo se ofrece a la venta al precio p por unidad,
la cantidad ¢ demandada en el mercado estd dada por la relacién 3g + p = 10.
Dibuje la gréfica de esta relacion.

Coloque ¢ en lugar de x (eje horizontal) y p en lugar de y (eje vertical).

y=(1—x"

Solucién En este caso, dado que ni el precio p ni la cantidad demandada ¢ pueden
ser negativos, sélo tiene interés practico la porcién de la grafica situada en el primer
cuadrante.

Resolviendo la ecuacion para p, tenemos
p=10— 3¢

En la tabla 3 se dan valores de p que corresponden a un nimero de diferentes valores
de g. Por ejemplo, cuando el precio es 7, la cantidad demandada sélo es de una uni-
dad. Cuando el precio se reduce a 4, en el mercado se demandan 2 unidades, etcétera.
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TABLA 3

q 0 1 2 3

p | 10 7 4 1

Graficando estos puntos, obtenemos la grafica que aparece en la figura 8.

FIGURA 8

Obsérvese que la grafica de nuevo es una linea recta, o més bien, la porcién
de una linea recta que estd situada en el primer cuadrante.

I E)ERCICIOS 4-1

1. Grafique los puntos siguientes: 7. La ordenada de un punto es 6 y su distancia al punto
2. =5) (=14 (0.2): (=3.-2). (5.0) (—3, 2) es 5. Determine la abscisa del punto.

. 8. La abscisa de un punto es 2 y su distancia al punto (3, —7)
Identifique cada punto con sus coordenadas.

es V5. Encuentre la ordenada del punto.
2. Determine los cuadrantes en que estdn situados los puntos

del ejercicio 1. 9. Si P es el punto (1, a) y su distancia al punto (6, 7) es 13,

determine el valor de a.

10. Se nos da el punto P(x, 2). La distancia de P al punto

(3-6) Encuentre la distancia entre cada pareja de puntos. A(9, —6) es dos veces la distancia al punto B(—1, 5). En-
3.(4,-1) y (2,0 4. (=3, 1) y (-2,-3) cuentre el valor de x.
5. (4,2 y (=21 6. @2 y (b2 11. Si P es el punto (—1, y) y su distancia al origen es la mitad
- 2 ) - (a, )

de su distancia al punto (1, 3), determine el valor de y.
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(12-15) Encuentre la ecuacién que deben satisfacer las coorde- (16-19) Dibuje la grifica de cada ecuacidn.

nadas del punto P(x, y), de modo que se satisfagan las siguien-

L 16. 2x + 3y =6 17. 3x — 4y =12
tes condiciones.
2y — 6= -2 —
12. P estd a una distancia de 5 unidades del punto (2, —3). 18.#~-y=-6=0 19. x=y* =2
13. P estd a una distancia de 3 unidades del punto (—1, 3). (20-23) Dibuje la grifica de las relaciones de demanda si-
. ) . ) guientes, donde p denota el precio por unidad y g es la canti-
14. La distancia de P al punto A(2, 1) es dos veces su distancia dad demandada.
al punto B(—1, 3).
) ) 20. p=-—2g+5 21. 2p + 3¢ =38
15. La suma de los cuadrados de las distancias de los puntos
A0, 1)y B(—1,0)a Pes 3. 22.p+q¢* =14 23.p=25—-¢

W 4-2 LINEAS RECTAS Y ECUACIONES LINEALES
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En esta seccién, examinaremos algunas propiedades de las lineas rectas. Nuestro
primer objetivo serd investigar la ecuacion algebraica que tiene una linea dada, asi
como su gréafica.

Una de las propiedades mds importantes de una linea recta es qué tan pro-
nunciadamente sube o baja, por lo que primero introducimos una cantidad que mi-
da el grado de inclinacién de una linea. Empecemos considerando un ejemplo. La
ecuacion y = 2x — 4 tiene como grafica la linea recta que aparece en la figura 9.
Elijamos dos puntos sobre esta linea, tales como los puntos (3, 2) y (5, 6), que se
denotan, respectivamente, por P y Q en la figura citada. La diferencia entre las
coordenadas x de estos dos puntos, denotados por PR, se denomina el recorrido o
distancia de P a Q:

Recorrido =PR=5—-3=2

La diferencia entre las coordenadas y de P 'y Q, igual a la distancia OR, se denomi-
na elevacion de P a Q:

Elevacion = QR =6 -2 =4

P(-1, -6

FIGURA 9



Observemos que la elevacién es igual a dos veces el recorrido. Este es el ca-
0, no importa qué pares de puntos elijamos sobre la grafica. Por ejemplo, tomemos
los puntos P'(—1, —6) y Q'(4, 4). (Véase la figura 9). Entonces

Recorrido = P'R" =4 — (—1)=5 'y Elevacion = Q'R' =4 — (—6) = 10

De nuevo, la razén de la elevacién al recorrido es igual a 2.

La misma razén de la elevacion al recorrido se obtiene en los dos casos por-
que los tridngulos POR y P'Q’'R’ son semejantes. Por tanto, las razones de los lados
correspondientes son iguales: QR/PR = Q'R'/P'R’. Esta razon se denomina pen-
diente de la linea recta. La linea de la figura 9 tiene una pendiente igual a 2.

La pendiente de una linea recta arbitraria se define de manera similar. Sean P
y O dos puntos cualesquiera sobre la linea. (Véase la figura 10). Sean sus coordena-
das (x,, y) y (x,, ,), respectivamente. Sea R la interseccion de la linea horizontal
que pasa por Py la linea vertical a través de Q. Entonces, definimos el despla-
zamiento (o recorrido) desde P a Q como x, — x, y la elevacién desde P a Q como

yz_y]:

Desplazamiento = x, —x,  Elevacién = y, -y,

De la figura 10, el desplazamiento es la distancia horizontal PR y la elevacién es la
distancia vertical QR. (Si Q estuviese por debajo de R, lo cual sucede si la inclina-
cion de la recta descendiera hacia la derecha, entonces la elevacién seria negativa.
También podriamos elegir a Q que estuviese a la izquierda de P, en cuyo caso x, < x,
y el desplazamiento seria negativo).

7y E

FIGURA 10

La pendiente de una linea recta se define como la razén de la elevacion al re-
corrido. Por lo regular, se denota con la letra m. De aqui

levaci6 -
= _Clevacion _ y, — y, 0

recorrido X, = X,

Notese que la ecuacion (1) para la pendiente carece de sentido a menos que
x, — x; # 0; es decir, con tal de que la linea no sea vertical. La pendiente no estd de-
finida para lineas verticales.
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@ 5. Calcule la elevacién y el
desplazamientode Pa Q y la
pendiente de PQ en cada caso:
a) P(1,0)y O(—1, —6)

b) P(=3,4)y O(=3,6)

©) P(=2,2)y 0G5, 2)

Respuesta a) elevacion = —6,
desplazamiento = —2, pendiente
= 3; b) 2,0, no esta definida la
pendiente; ¢) 0,7,0
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Debe observarse que la pendiente de una linea es la misma, no importando las
posiciones de los puntos Py Q sobre la linea.

Si la pendiente m de una linea es positiva, la linea asciende hacia la derecha.
Cuanto mds grande sea el valor de m, la inclinacion de la linea serd mayor con res-
pecto a la horizontal. Si m es negativa, la linea desciende hacia la derecha. Si m =
0, la linea es horizontal. Estas propiedades se ilustran en la figura 11.

Pendiente
positiva grande

Pendiente
positiva pequeia

Pendiente nula

)/—

Pendiente negativa
grande

N

Pendiente negativa
pequefa

—

Pendiente
v indefinida
(

vertical)

A

X

FIGURA 11
EJEMPLO 1 Encuentre la pendiente de la linea que une los puntos (1, —3) y (3, 7).
Solucion Usando la ecuacién (1), la pendiente es

me 1-(=3 _ 10

=5
3—-1 2

EJEMPLO 2 La pendiente de la linea que une los puntos (3, 2) y (5, 2) es

De modo que la linea que une estos dos puntos es horizontal.
EJEMPLO 3 La pendiente de la linea que une P(2, 3) con Q(2, 6) estd dada por

6—3

2-2

m 3
0

que no estd definida. En consecuencia, la linea que une P con Q no tiene pendien-
te. En este caso, la linea PQ es vertical. @« 5

(Qué informacidn necesitamos para dibujar una linea recta particular? Una
forma en que puede especificarse una linea recta es dando dos puntos situados so-
bre ella. Una vez que los dos puntos se han dado, la linea completa estd determina-
da, ya que sélo una linea recta puede pasar por esos dos puntos.



A través de cualquier punto, hay por supuesto muchas rectas diferentes con
pendientes que van de grandes a pequefias, positivas o negativas. Sin embargo, si se
conoce la pendiente, existe s6lo una recta que pasa por el punto en cuestiéon. En con-
secuencia, una segunda forma en que puede especificarse una linea recta es dando
un punto sobre ella y su pendiente.

Ahora nuestra tarea inmediata serd determinar la ecuacién de una linea recta
no vertical con pendiente m que pase por el punto (x,, y,). Sea (x, y) un punto sobre
la linea distinto del punto dado (x,, y,). (Véase la figura 12). Entonces, la pendiente
m de la linea que une los puntos (x;, y,) y (x, y) estd dada por

=YY
)C_Xl

(% ¥)

(x4, ¥9)

-

o

o |

FIGURA 12

Por tanto, se sigue que

y =y =mx—x) (2)

Esta se conoce como la férmula punto-pendiente de la linea.

EJEMPLO 4 Encuentre la ecuacién de la linea que pasa por el punto (5, —3) con
pendiente —2.

Solucién Usando la ecuacién (2) con m = =2y (x;, y,) = (5, —3), encontramos
que la ecuacidn requerida de la linea recta es la siguiente:

Y= (=3 =25
y+3=-2x+10
y=—-"2x+7
EJEMPLO 5 Determine la ecuacién de la linea recta que pasa por los puntos
(1, =2)y 5, 6).

Solucion La pendiente de la linea que une a (1, —2) con (5, 6) es

S 4

2

SECCION 4-2 LINEAS RECTAS Y ECUACIONES LINEALES 133



@ 6. En el ejemplo 5, utilice el
punto (5, 6) en la férmula punto
pendiente en lugar de (1, —2).
(La ecuacion final es la misma?

Respuesta y — 6 = 2(x —5) al
igual que antes.

@ 7. Determine una ecuacion
de la linea recta a) que pase por
(3, —1) con pendiente —2

b) que pase por (5, 0) y por

(G, -6

Respuesta a)y = —2x + 5
byy=3x-15
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Usando la férmula punto-pendiente, la ecuacion de la linea recta a través de (1, —2)
con pendiente m = 2 es

y=(=2)=2(x—1)
y=2x—4

Esta es la linea que aparece en la figura 9. & 6, 7

En la féormula punto-pendiente, sea (x,, y,) igual a (0, b). (Véase la figura 13). En-
tonces la ecuacidn (2) se transforma en

y—>b=mkx—0)

o bien
y=mx+b 3)
/'Y
(7]
(0, b)
FIGURA 13

La cantidad b, que da la distancia a lo largo del eje y, al corte con la linea rec-
ta, se conoce como la ordenada al origen (interseccion y) de la linea. La ecuacion
(3) se llama férmula pendiente-ordenada al origen de la linea.

Si la linea es horizontal, entonces su pendiente es m = 0y la ecuacion (3) se
reduce a

y=5b 4

Esta es la ecuacién de una linea horizontal a una distancia b del eje x. (Véase la fi-
gura 14). En particular, si tomamos b = 0 en la ecuacién (4), obtenemos y = 0, que
es la ecuacién del eje x mismo.

I\
o |

(0, b) y=>b

b>0 b<0
(a) (b)
FIGURA 14




@ 8. Determine ecuaciones de
las rectas horizontal y vertical que
pasan por el punto (4, —2)

Respuesta Horizontal: y = —2,
vertical: x = 4

Enseguida, supéngase que la linea en cuestion es vertical y que su intersec-
cion con el eje x sea el punto A(a, 0), como se aprecia en la figura 15. Si P(x, y) es
un punto arbitrario sobre la linea, entonces, los puntos P y A tienen la misma absci-
sa; es decir, x = a. Cada punto sobre la linea satisface esta condicién, de modo que
podemos decir que

x=a ®)

|

A

FIGURA 15

Por ejemplo, si a = 0, tenemos la ecuacién x = 0, que es la ecuacion del eje
y. De manera similar, x = 2 es la ecuacién de la linea vertical situada dos unidades
ala derecha del eje y y x = —4 es la ecuacion de la linea vertical situada cuatro uni-
dades a la izquierda del eje y. @ 8

EJEMPLO 6 Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos (2, 5)
y(2,9).

Soluciéon La pendiente de la linea que une (2, 5) con (2, 9) estd dada por

m:yz_yl - 9-5 :i
X, = X, 2-2 0

que no esta definida. De modo que la linea que une estos dos puntos es vertical. Sa-
bemos que la ecuacién de cualquier linea vertical es de la forma

X=a

La linea dada pasa por el punto (2, 5), que tiene una coordenada x igual a 2. Por tan-
to, a = 2y la ecuacién de la linea recta es

x=2

Una ecuacion lineal general (o una ecuacién de primer grado) con dos variables x
y y es una ecuacion de la forma

Ax+By+C=0 (©6)

en donde A, By C son constantes y A y B no son cero a la vez.
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Con base en el estudio anterior, podemos describir la grafica de la ecuacion li-
neal general, ecuacién (6), para diferentes valores de A y B.

1. B # 0, A # 0. En este caso, la ecuacién (6) toma la forma

cuando se despeja y. Comparando con la férmula (3), advertimos que ésta es la
ecuacion de una linea recta cuya pendiente es —A/B y ordenada al origen —C/B.

2. B # 0, A = 0. Cuando despejamos y, la ecuacién (6) se transforma en

y:_E

A partir de la ecuacién (4), observamos que ésta es la ecuacion de una linea ho-
rizontal, cuya ordenada al origen es —C/B.

3. A #0,B =0.Cuando B = 0, la ecuacién (6) puede escribirse en la forma

Esta es la ecuacién de una linea vertical que intersecta al eje x en el punto (—C/A,
0), usando la ecuacion (5).

De modo que la gréfica de la ecuacion lineal general (6) es, en cada caso, una
linea recta. Una ecuacion lineal de la forma de la ecuacién (6) a menudo se conoce
como ecuacion general de una linea recta. La tabla 4 resume las diversas formas
asumidas por la ecuacién de una linea recta.

TABLA 4
Nombre de la formula Ecuacion
1. Férmula punto-pendiente y =y =mx—x)
2. Férmula pendiente ordenada al origen y=mx+b
3. Férmula general Ax + By + C =0, Ay Bno son cero a la vez
4. Recta horizontal y=b
5. Recta vertical x=a

EJEMPLO 7 Dada la ecuacién lineal 2x + 3y = 6, determine la pendiente y la or-
denada al origen de su grafica.

Solucion Para encontrar la pendiente y la ordenada al origen de la linea, debemos
expresar la ecuacién dada en la forma

y=mx+b

Es decir, debemos resolver la ecuacién de y en términos de x.



@ 9. Determine la pendiente
y la intercepcidn con el eje y:
a) 3x-y-6=0

by dx +2y +5=0

Respuesta a) 3, —6
b) -2, —%

@ 10. Determine una ecuacion
de la recta que pasa por (—2, 1)
y que es:

a) paralela a la recta 2x +
S5y-6=0

b) perpendicular a la recta x — 3y
+1=0

Respuesta a) 2x + 5y-1=0
b)y3x+y+5=0

2x +3y =6
3y=—-2x+6
y=—%x+2

Comparando con la férmula pendiente-ordenada al origen, y = mx + b, tenemos

que m = —% y b = 2. De modo que la pendiente es igual a —3 y la ordenada al ori-

gen2. @ 9
Rectas paralelas y perpendiculares

Dos rectas con pendientes m, y m, son paralelas si m; = m,. Dos rectas son perpen-
diculares si m;m, = —1. Esto es,

Dos rectas paralelas tienen pendientes iguales. )

El producto de las pendientes de dos rectas perpendiculares es igual a —1

EJEMPLO 8 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 5) y es per-
pendicular a larectax + 2y — 6 = 0.

Solucion La recta dada x + 2y — 6 =0, 0 y = (—3)x + 3 tiene pendiente (—%).
Sea m la pendiente de la recta que pasa por (2, 5). Como las dos rectas son perpen-
diculares, el producto de sus pendientes es —1, esto es,

(—pm=-1 o m=2

Por la férmula punto-pendiente, la ecuacién de la recta que pasa por (2, 5) con pen-
diente m = 2 es

y—5=2x—2) o y=2x+1 @« 10

Graficacion de ecuaciones lineales
EJEMPLO 9 Dibuje la grifica de la ecuacioén lineal 3x — 4y = 12.

Soluciéon Sabemos que la grafica de una ecuacion lineal con dos variables siempre
es una linea recta, y que una linea recta estd completamente determinada por dos
puntos. De modo que para graficar la ecuacién lineal, encontramos dos puntos dis-
tintos (x, y) que satisfagan la ecuacion, los graficamos y los unimos mediante una
linea recta. Haciendo x = 0 en la ecuacion, obtenemos

—4y =12 obien y= -3

En consecuencia, un punto sobre la linea es (0, —3). Haciendo y = 0 en la ecuacién
considerada, vemos que

3x=12 obien x=4

*O de forma equivalente, m, es el reciproco negativo de m,. La demostracién estd bosquejada en el ejer-
cicio 41.
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@ 11. Determine los puntos en Por tanto (4, 0) es un segundo punto sobre la linea. Graficando los puntos (0, —3) y
donde las rectas siguientes cortan (4, 0), los cuales estan situados sobre los ejes coordenados y uniéndolos mediante

los ejesxy y: ] . )
a) 2x—3y+2=0 una linea recta, obtenemos la grafica de la ecuacion, que aparece en la figura 16.

by y—4x—-5=0 « 1
o >+2=1
a b

FIGURA 16

Cuando dibujamos la grafica de una relacién lineal, el procedimiento mds simple en
la mayorfa de los casos es encontrar los dos puntos donde la grifica corta los ejes
de coordenadas, como lo hicimos en el ejemplo 9. Sin embargo, hay ocasiones en
que esto no es conveniente; por ejemplo, uno de los puntos de interseccién puede
estar afuera del papel donde se estd dibujando. También es imposible usar esta téc-
nica si la grafica pasa por el origen. En tales casos, podemos usar cualquier pareja
de puntos sobre la grifica con el fin de graficarla, eligiendo los valores de x mas
convenientes para calcular y.

En forma alternativa, algunas veces es mas ttil usar la pendiente al dibujar la
grafica. Por ejemplo, la ecuacién del ejemplo 9 puede escribirse en la forma y =
2 x — 3, lo cual indica que la pendiente es 3 y la ordenada al origen es —3. Asf que,
podemos graficar el punto (0, —3). Ademas, por cada 4 unidades que nos movamos
a lo largo de la direccién positiva de las x, la grafica sube 3 unidades, dado que
pendiente = elevacién/recorrido = <. De modo que si nos movemos 4 unidades hori-
zontalmente y 3 unidades verticalmente a partir del punto (0, —3); obtenemos un se-
gundo punto sobre la grifica. O bien podemos movernos horizontalmente 8 unida-
des y 6 unidades verticalmente para obtener un segundo punto y asi sucesivamente.

'S4

6 unidades

X

%

.

Respuesta a) (—1,0)y (0, % o, -3l
P ! ) ( 3) 8 unidades

D) (=50)y 0.9
©) @0y (©.5) FIGURA 17
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Esto se ilustra en la figura 17. De la ordenada al origen que es —3, nos movemos
horizontalmente 8 unidades y luego subimos 6 unidades hasta llegar al punto B. En-
tonces, puede dibujarse una linea recta que una al punto (0, —3) con B. El principio
general subyacente en este enfoque es que en cualquier recta no vertical, si x aumenta
una cantidad 4, entonces y aumenta en £ veces la pendiente.

I E)ERCICIOS 4-2

(1-6) Determine las pendientes de las lineas que unen cada pa-
reja de puntos.

1.2, 1) y 5,7
3.2,-1) y 4, -1
5.(-3,2) y (3,4

2. 5,72 y (1,-6)
4. 3,5 y (—1,5)
6. (1,2) y (1,5)

(7-24) Encuentre la ecuacion de las lineas rectas que satisfa-
cen las condiciones de cada uno de los siguientes ejercicios.
Dibuje la gréifica en cada caso.

7. Pasa a través del punto (2, 1) y tiene pendiente 5
8. Pasa por (1, —2) con pendiente —3
9. Pasa a través del punto (3, 4) y tiene pendiente cero
10. Pasa por (2, —3) y no tiene pendiente
11. Pasa a través de los puntos (3, —1) y (4, 5)
12. Pasapor (2, 1)y (3, 4)
13. Pasa a través de los puntos (3, —2) y (3, 7)
14. Tiene pendiente —2 y ordenada al origen 5
15. Tiene pendiente % y ordenada al origen —4
16. Tiene pendiente 3 y ordenada al origen 0
17. Pasa por (2, —1) y es paralelaalarecta3x +y —2 =0
18. Pasa por (1, 3) y es paralelaalarecta2x —y +3 =0
19. Pasa por (2, 1) y es perpendicular a la rectax + y = 0

20. Pasa por (—1, 2) y es perpendicular a la recta 2x — 3y +
4=0

21. Pasa por (3, 4) y es perpendicular a la rectax = 2
22. Pasa por (2, —3) y es paralelaalarecta3y + 2 =0

23. Pasa por (0, —1) y es paralela a la recta determinada por
2,2)y3, 1

24. Pasa por (2, 3) y es perpendicular a la recta determinada
por (—1, =2)y (2, 1)

(25-30) Determine la pendiente y la ordenada al origen de ca-
da una de las relaciones lineales siguientes.

25.3x—2y=6 26. 4x + 5y =20
27.y—2x+3=0 28.§+%=1
29.2y—3=0 30. 3x+4=0

(31-38) Determine si los siguientes pares de rectas son parale-
las, perpendiculares o de ninguno de estos tipos.

3l. 2x+3y=6 y 3x—2y=6
R.y=x y xty=1
3B.y=2x+3 y x=2y+3

4. 4x+2y=1y y=2—2
35.x=-2-3y y 2x+6y=5
36. 3x+4y=1y 3x—4y=1

37.y—3=0 y x+5=0
38.2x—-5=0y 3—x=0

39. Una recta pasa por los puntos (1, 2) y (2, 1). Determine las
coordenadas de los puntos en donde esta recta corta los
ejes coordenados.

40. Una recta pasa por el punto (1, 1) y es perpendicular a la
recta que une (1, 2) y ( 1, 4). Determine la intercepcién de
esta recta con el eje y.

*41. Considere las dos rectas perpendiculares y = mxy y =
myx que pasan por el origen. Seleccione cualesquiera dos
puntos Py Q, uno en cada recta. El tridngulo OPQ tiene
angulo recto en O. Utilice el teorema de Pitdgoras para de-
mostrar que m;m, = —1.
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En esta seccidn, estudiaremos algunas aplicaciones de las ecuaciones lineales y li-
neas rectas a problemas en la administracién y la economia.

Modelos de costo lineal

En la produccién de cualquier bien por una empresa, intervienen dos tipos de cos-
tos; que se conocen como costos fijos y costos variables. A los costos fijos hay que
enfrentarse sin importar la cantidad producida del articulo; es decir, no dependen del
nivel de produccién. Ejemplos de costos fijos son las rentas, intereses sobre présta-
mos y salarios de administracién.

Los costos variables dependen del nivel de produccion; es decir, de la canti-
dad de articulos producidos. Los costos de los materiales y de la mano de obra son
ejemplos de costos variables. El costo total estd dado por

Costo total = Costos variables + Costos fijos

Consideremos el caso en que el costo variable por unidad del articulo es
constante. En este caso, los costos variables totales son proporcionales a la cantidad
de articulos producidos. Si m denota el costo variable por unidad, entonces los cos-
tos variables totales al producir x unidades de articulos son de mx délares. Si los
costos fijos son de b ddlares, se desprende que el costo total y_ (en délares) de pro-
ducir x unidades esta dado por

Costo total = Costos totales variables + Costos fijos

y.=mx+b (D)

La ecuacion (1) es un ejemplo de un modelo de costo lineal. La grafica de la
ecuacion (1) es una linea recta cuya pendiente representa el costo variable por uni-
dad y cuya ordenada al origen da los costos fijos.

EJEMPLO 1 (Modelo de costo lineal) El costo variable de procesar un kilo de gra-
nos de café es de 50¢ y los costos fijos por dia son de $300.
a) Dé la ecuacion de costo lineal y dibuje su grafica.

b) Determine el costo de procesar 1000 kilos de granos de café en un dia.

Solucion

a) Siy, representa el costo (en délares) de procesar x kilos de granos de café
por dia, se sigue que de acuerdo con el modelo lineal,

y.=mc+b

en donde m representa el costo variable por unidad y b es el costo fijo. En nuestro
caso, m = 50¢ = $0.50 y b = $300. Por tanto,

¥, = 0.5x + 300

Con la finalidad de dibujar la grafica de la ecuacién (2), primero encontramos dos
puntos en ella.




@ 12. Determine una expresion
para y, en un modelo de costo li-
neal, si el costo fijo es $4000 por
periodo y cuesta $7000 producir
200 unidades de producto.

Respuesta y, = 15x + 4000

Haciendo x = 0 en la ecuacién (2), tenemos que y = 300; haciendo x = 200
en la ecuacion (2), tenemos que y, = 0.5(200) + 300 = 400. De modo que dos pun-
tos que satisfacen la ecuacion de costo (2) son (0, 300) y (200, 400). Graficando
estos dos puntos y uniéndolos mediante una linea recta, obtenemos la gréfica que
aparece en la figura 18. Nétese que la porcion relevante de la grafica estd situada por
completo en el primer cuadrante porque x y y_ no pueden ser cantidades negativas.

Ve

400 = (200, 400)

q
(0, 300)

2001

A

200 400  x

FIGURA 18

b) Sustituyendo x = 1000 en la ecuacién (2), obtenemos
¥, = 0.5(1000) + 300 = 800

En consecuencia, el costo de procesar 1000 kilos de granos de café al dia serd de
$800. = 12

EJEMPLO 2 (Modelo de costos) El costo de fabricar 10 maquinas de escribir al dia
es de $350, mientras que cuesta $600 producir 20 maquinas del mismo tipo al dfa. Su-
poniendo un modelo de costo lineal, determine la relacién entre el costo total y, de
producir x maquinas de escribir al dia y dibuje su gréfica.

Solucion Se nos han dado los puntos (10, 350) y (20, 600) que estan sobre la gra-
fica de un modelo de costo lineal. La pendiente de la linea que une estos dos pun-
tos es

_ 600 — 350 _ 250
20 — 10 10
Usando la férmula punto-pendiente, advertimos que la ecuacién requerida de la 1i-

nea recta (del modelo de costo lineal) con pendiente m = 25 y que pasa por el pun-
to (10, 350) es

=25

y =y =mx—x)
y, — 350 = 25(x — 10) = 25x — 250

es decir,

y. = 25x + 100 3)
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@ 13. Si cuesta $4500 producir
75 unidades semanales y $5200
producir 100 a la semana, ;cudles
son los costos fijos semanales y
cudl el costo variable por unidad?

Respuesta $2400 y $28 por
unidad.

142 CAPITULO 4 LINEAS RECTAS

La gréfica de la ecuacién (3) en este caso no es una linea recta continua porque x no
puede tomar valores fraccionarios al representar el nimero de maquinas de escribir
producidas. La variable x sélo puede tomar valores enteros 0, 1,2, 3,4, 5, ... Los
valores correspondientes de y, se dan en la tabla 5.

TABLA 5
X 0 1 2 3 4 5 6
y.| 100 125 150 175 200 225 250

Graficando estos puntos, obtenemos la grafica que se muestra en la figura 19. No6-
tese que la grafica consta de puntos (discretos) separados mas que de una linea rec-
ta continua. @ 13

800 [— e

400 — °®

A

8 16 24 X

FIGURA 19

Depreciacion lineal

Cuando una compaiifa compra parte de un equipo o maquinaria, reporta el valor de
ese equipo como uno de los activos en su hoja de balance. En afios subsecuentes,
este valor debe disminuir debido al lento desgaste del equipo, o bien, a que se vuelve
obsoleto. Esta reduccién gradual del valor de un activo se denomina depreciacion.
Un método comiin de calcular el monto de la depreciacion es reducir el valor cada
afio en una cantidad constante, de forma tal que el valor se reduzca a un valor de
desecho al final del tiempo de vida util estimado del equipo. Esto se denomina
depreciacion lineal. Tenemos

Tasa de depreciacion (anual)

= (Valor inicial — Valor de desecho) + (Tiempo de vida en afios)



@ 14. Una compaiiia estd utili-
zando una depreciacion lineal para
calcular el valor de su planta re-
cientemente construida. Después de
2 aflos estd valuada en $8.8 millo-
nes y después de 6 afios en $7.2
millones. ;Cuadl fue el costo inicial
y después de cudntos afios el valor
se depreciard a cero?

Respuesta $9.6 millones, 24 afios.

EJEMPLO 3 (Depreciacion) Una empresa compra maquinaria por $150,000. Se
espera que el tiempo de vida ttil de la maquinaria sea de 12 afios con un valor de
desecho de cero. Determine el monto de depreciacion anual y una férmula para el
valor depreciado después de x afios.

Soluciéon

Depreciacion por afio = (Precio de adquisicion inicial) <+ (Vida qtil en afos)
(150,000 délares) = (12 afios)
12,500 dolares

Valor después de x afios = (Valor inicial) — (Depreciacion por afio)(Nimero de
anos)

(150,000 ddlares) — (12,500 dodlares por ano)(x afios)
150,000 — 12,500x ddlares

La gréfica de esta relacion aparece en la figura 20. @ 14
4 Valor
150,000
100,000 |~
50,000 [—
| | | | | -
0 2 4 6 8 10 12 X

FIGURA 20

Oferta y demanda

Las leyes de la oferta y la demanda son dos de las relaciones fundamentales en cual-
quier anélisis econémico. La cantidad x de cualquier articulo que serd adquirida por
los consumidores depende del precio en que el articulo esté disponible. Una relacién
que especifique la cantidad de un articulo determinado que los consumidores estan
dispuestos a comprar, a varios niveles de precios, se denomina ley de la demanda.
La ley mas simple es una relacién del tipo

p=mx+b “4)

en donde p es el precio por unidad del articulo y m y b son constantes. La grafica de
una ley de demanda se llama curva de demanda. Obsérvese que p se ha expresado
en términos de x. Esto nos permite calcular el nivel de precio en que cierta cantidad
x puede venderse.

Es un hecho perfectamente conocido que si el precio por unidad de un articu-
lo aumenta, la demanda por el articulo disminuye, porque menos consumidores po-
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dréan adquirirlo, mientras que si el precio por unidad disminuye (es decir, el articulo
se abarata) la demanda se incrementard. En otras palabras, la pendiente m de la re-
lacién de demanda de la ecuacién (1) es negativa. De modo que la gréafica de la ecua-
cion tiene una inclinacién que baja hacia la derecha, como se aprecia en la parte a)
de la figura 21. Puesto que el precio p por unidad y la cantidad x demandada no son
nimeros negativos, la grafica de la ecuacién (4) s6lo debe dibujarse en el primer
cuadrante.

La cantidad de un articulo determinado que sus proveedores estan dispuestos
a ofrecer depende del precio al cual puedan venderlo. Una relacién que especifique
la cantidad de cualquier articulo que los fabricantes (o vendedores) puedan poner en
el mercado a varios precios se denomina ley de la oferta. La grifica de una ecua-
cion de la oferta (o ley de la oferta) se conoce como curva de la oferta.

AP AP

P4

A

A

X

<V

0 X,

Curva de demanda lineal Curva de oferta lineal
a) b)

FIGURA 21

En general, los proveedores inundardn el mercado con una gran cantidad de
articulos, si pueden ponerle un precio alto, y con una cantidad mds pequefia de ar-
ticulos si el precio obtenido es mds bajo. En otras palabras, la oferta aumenta al
subir el precio. Una curva de oferta lineal tipica aparece en la parte b) de la figura
21. El precio p, corresponde a un precio bajo del cual los proveedores no ofrecerdn
el articulo.

EJEMPLO 4 (Demanda) Un comerciante puede vender 20 rasuradoras eléctricas
al dia al precio de $25 cada una, pero puede vender 30 si les fija un precio de $20 a
cada rasuradora eléctrica. Determine la ecuacién de demanda, suponiendo que es li-
neal.

Solucion Considerando la cantidad x demandada como la abscisa (o coordenada x)
y el precio p por unidad como la ordenada (o coordenada y) los dos puntos sobre la
curva de demanda tienen coordenadas.

x=20,p=25 y x=30,p=20

De modo que los puntos son (20, 25) y (30, 20). Dado que la ecuacién de demanda
es lineal, estd dada por la ecuacién de una linea recta que pasa por los puntos



@ 15. Cuando el precio por uni-
dad es $10, la oferta serd de 80
unidades diarias, mientras que

serd de 90 unidades a un precio
unitario de $10.50. Determine la
ecuacion de oferta, suponiendo que
es lineal. Dibuje la curva de oferta

Respuesta p = %x +6

(80, 75
Lt ]

(20, 25) y (30, 20). La pendiente de la linea que une estos puntos es

20-25 5

m= =—==-05
30-20 10

Por la férmula punto-pendiente, la ecuacién de la linea que pasa por (20, 25) con
pendiente m = —0.5 es

Yoy =mx —x)
Dado que y = p, tenemos que
p — 25 = —0.5x(x — 20)
p = —0.5x + 35

que es la ecuacidon de demanda requerida. (Véase la figura 22). @ 15

Ar
401 (0, 35)

20—

(70,0)

A

FIGURA 22

Tasa de sustitucion

Con frecuencia, los planeadores tienen que decidir entre diferentes maneras de asig-
nar recursos limitados. Por ejemplo, un fabricante tiene que asignar la capacidad de
la planta entre dos productos diferentes. Si la relacion entre las cantidades de los dos
productos es lineal, la pendiente de su grafica puede interpretarse como la tasa de
sustitucion de un producto por otro. Considere el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5 (Decision de trdnsito) El gobierno de una ciudad tiene un presupues-
to de $200 millones de capital para gasto sobre transporte, e intenta utilizarlo para
construir metros subterraneos o carreteras. Cuesta $2.5 millones por milla construir
carreteras y $4 millones por milla para metros subterrdneos. Encuentre la relacién
entre el nimero de millas de carretera y de subterrdneo que puede construirse para
utilizar por completo el presupuesto disponible. Interprete la pendiente de la rela-
cion lineal que se obtiene.

Solucion Suponga que se construyen x millas de carretera y y millas de subterra-
neo. El costo de construir x millas de carretera a $2.5 millones por milla es 2.5x mi-
llones de ddlares y el costo de construir y millas de subterrdneo a $4 millones por
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milla es 4y millones de délares. Como el costo total tiene que ser igual al presupues-
to asignado para el propdsito,

2.5x + 4y = 200

Esta ecuacién proporciona la relacién requerida entre los nimeros de millas que
pueden construirse dentro del presupuesto.
Al resolver la ecuacién dada para y, tenemos

y=—3x+50

La pendiente de esta recta es —3, la cual expresa el hecho de que la construccién de
cada milla adicional de carretera serd a un costo de 3 de milla de construccion
de subterrdneo. Al resolver la ecuacién original para x en términos de y, obtenemos

x=-%y+80

Asi, cada milla adicional de construccidn de subterrdneo sustituye % millas de cons-
truccion de carretera.

I -)crCiCios 43

1. (Modelo de costo lineal) El costo variable de fabricar una 5.

(Modelo de costo lineal) Los costos fijos por fabricar cier-

mesa es de $7 y los costos fijos son de $150 al dia. Deter-
mine el costo total y, de fabricar x mesas al dfa. ;Cual es el
costo de fabricar 100 mesas al dia?

. (Modelo de costo lineal) El costo de fabricar 100 caimaras
a la semana es de $700 y el de 120 cdmaras a la semana es
de $800.

a) Determine la ecuacién de costos, suponiendo que es li-
neal.

b) (Cudles son los costos fijos y variables por unidad?

. (Modelo de costo lineal) A una compaiiia le cuesta $75
producir 10 unidades de cierto articulo al dia y $120 pro-
ducir 25 unidades del mismo articulo al dia.

a) Determine la ecuacién de costos, suponiendo que sea li-
neal.

b) (Cual es el costo de producir 20 articulos al dia?
¢) (Cudl es el costo variable y el costo fijo por articulo?

. (Modelo de costo lineal) La compaifiia de mudanzas Rami-
rez cobra $70 por transportar cierta maquina 15 millas y
$100 por transportar la misma maquina 25 millas.

a) Determine la relacién entre la tarifa total y la distancia
recorrida, suponiendo que es lineal.

b) (Cudl es la tarifa minima por transportar esta maquina?

¢) (Cudl es la cuota por cada milla que la maquina es
transportada?
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10.

to articulo son de $300 a la semana y los costos totales por
fabricar 20 unidades a la semana son de $410. Determine
la relacion entre el costo total y el nimero de unidades pro-
ducidas, suponiendo que es lineal. ;Cudl serd el costo de
fabricar 30 unidades a la semana?

. (Modelo de costo lineal) Un hotel alquila un cuarto a una

persona a una tarifa de $25 por la primera noche y de $20
por cada noche siguiente. Exprese el costo y_ de la cuenta
en términos de x, el nimero de noches que la persona se
hospeda en el hotel.

. (Modelo de costo lineal) Una compaiiia especializada ofre-

ce banquetes a grupos de personas al costo de $10 por per-
sona, mds un cargo extra de $150. Encuentre el costo y, que
fijaria la compafifa por x personas.

. (Modelo de costo lineal) El costo de un boleto de autobts

en Yucatdn depende directamente de la distancia viajada.
Un recorrido de 2 millas cuesta 40¢, mientras que uno de
6 millas tiene un costo de 60¢. Determine el costo de un
boleto por un recorrido de x millas.

. (Relacion de la demanda) Un fabricante de detergente en-

cuentra que las ventas son de 10,000 paquetes a la semana
cuando el precio es de $1.20 por paquete, pero que las ven-
tas se incrementan a 12,000 cuando el precio se reduce a
$1.10 por paquete. Determine la relacién de demanda, su-
poniendo que es lineal.

(Relacion de la demanda) Un fabricante de televisores ad-
vierte que a un precio de $500 por televisor, las ventas as-



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

cienden a 2000 televisores al mes. Sin embargo, a $450 por
televisor, las ventas son de 2400 unidades. Determine la
ecuacién de demanda, suponiendo que es lineal.

(Ecuacion de la oferta) A un precio de $2.50 por unidad,
una empresa ofrecerda 8000 camisetas al mes; a $4 cada
unidad, la misma empresa producird 14,000 camisetas al
mes. Determine la ecuacién de la oferta, suponiendo que es
lineal.

(Relacion de la demanda) Un fabricante de herramientas
puede vender 3000 martillos al mes a $2 cada uno, mien-
tras que s6lo pueden venderse 2000 martillos a $2.75 cada
uno. Determine la ley de demanda, suponiendo que es li-
neal.

(Ecuacion de oferta) A un precio de $10 por unidad, una
compaiifa proveeria 1200 unidades de su producto, y a $15
por unidad, 4200 unidades. Determine la relacion de la
oferta, suponiendo que sea lineal.

(Renta de apartamentos) Bienes Raices Georgia posee un
complejo habitacional que tiene 50 apartamentos. A una
renta mensual de $400, todas los apartamentos son renta-
dos, mientras que si la renta se incrementa a $460 mensua-
les, s6lo pueden rentarse 47.

a) Suponiendo una relacién lineal entre la renta mensual p
y el nimero de apartamentos x que pueden rentarse, en-
cuentre esta relacion.

b) (Cuéntos apartamentos se rentardn, si la renta mensual
aumenta a $500?

¢) ¢Cudntos apartamentos se rentardn, si la renta disminu-
ye a $380 mensuales?

(Depreciacion) Juan compré un automévil nuevo por
$10,000. ;Cudl es el valor V del automdvil después de ¢
afios, suponiendo que se deprecia linealmente cada afio a
una tasa del 12% de su costo original? ;Cudl es el valor del
automovil después de 5 ainos?

(Depreciacion) Una empresa compré maquinaria nueva
por $15,000. Si se deprecia linealmente en $750 al afio y si
tiene un valor de desecho de $2250, ; por cudnto tiempo es-
tard la maquinaria en uso? ;Cudl serd el valor V de la ma-
quinaria después de ¢ afios de uso y después de 6 afios de
uso?

(Depreciacion) La sefiora Olivares comprd un televisor
nuevo por $800 que se deprecia linealmente cada afio un
15% de su costo original. ;Cudl es el valor del televisor
después de ¢ afios y después de 6 afios de uso?

(Depreciacion) Sea P el precio de adquisicion, S el valor
de desecho y N la vida qtil en afios de una pieza de un
equipo. Demuestre que, segin la depreciacion lineal, el
valor del equipo después de ¢ afios estd dado por V =

P — (P = S)t/N).

19.

20.

21.

22,

SECCION 4-3  APLICACIONES DE ECUACIONES LINEALES

(Asignacion de mdquinas) Una compaififa fabrica dos tipos
de cierto producto. Cada unidad del primer tipo requiere de
2 horas de maquina y cada unidad del segundo tipo requie-
re de 5 horas de maquina. Hay disponibles 280 horas de
maquina a la semana.

a) Si a la semana se fabrican x unidades del primer tipo y
y unidades del segundo, encuentre la relacién entre
x y y si se utilizan todas las horas de maquina.

b) (Cudl es la pendiente de la ecuacién en la parte a)?
(Qué representa?

¢) (Cudntas unidades del primer tipo pueden fabricarse si
40 unidades del segundo tipo se fabrican en una sema-
na particular?

(Asignacion de trabajo) La compafiia Boss-Toss manufac-
tura dos productos, X y Y. Cada unidad de X requiere 3 ho-
ras de mano de obra y cada unidad de Y requiere 4 horas
de mano de obra. Hay 120 horas de mano de obra disponi-
bles cada dfa.

a) Sixunidades de Xy y unidades de Y son fabricadas dia-
riamente y todas las horas de mano de obra se utilizan,
encuentre una relacion entre x y y.

b) Dé la interpretacion fisica de la pendiente de la relacién
lineal obtenida.

¢) (Cuantas unidades de X pueden fabricarse en un dia si
ese mismo dia se hicieron 15 unidades de Y?

d) ;Cuantas unidades de Y pueden fabricarse en un dia si
ese mismo dia se manufacturaron 16 unidades de X?

(Reducciones de inventarios) La tienda “El Mayorista”
tiene 650 unidades del articulo X en bodega y su promedio
de ventas por dia de este articulo es de 25 unidades.

a) Siy representa el inventario (de articulos X en bodega)
al tiempo ¢ (medido en dfas), determine la relacién
lineal entre y y 7. (Use t = 1 para representar el término
del primer dia, etcétera.)

b) (Cuanto llevara vaciar la bodega?

¢) (En cudntos dias de ventas deberdn hacer un nuevo
pedido si han decidido hacerlo cuando el nivel de la
bodega sea de 125 unidades?

(Ciencias politicas) En una eleccién para la Cdmara de
Representantes de Estados Unidos, se estima que si los
Demdcratas ganan el 40% del voto popular, obtendrian
30% de los escafios, y que por cada punto porcentual en
que aumenten sus votos, su participacion en la Cdmara se
incrementa en 2.5%. Suponiendo que hay una relacién
lineal y = mx + ¢ entre x, el porcentaje de votos, y y, el
porcentaje de escafios, calculese m y c. {Qué porcentaje de
curules obtendrdn los Demdcratas si ganaran 55% del voto
popular?
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23.

24.
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(Zoologia) El peso promedio W de la cornamenta de un
ciervo estd relacionada con la edad del ciervo aproximada-
mente por la ecuacion W = mA + c. Para ciertas especies
se ha encontrado que cuando A = 30 meses, W = 0.15 ki-
logramos; mientras que cuando A = 54 meses, W = 0.36
kilogramos; Encuentre m y ¢ y calcule la edad en la cual W
alcanza 0.5 kilogramos.

(Agricultura) En los ultimos 40 afios el rendimiento
promedio y (en bushels por acre) de maiz en Estados Uni-
dos se ha incrementado con el tiempo ¢ aproximadamente
mediante la ecuacién y = mt + c. En 1950 el rendimiento
promedio era de 38 bushels por acre, mientras que en 1965
fue de 73. Calcule m y c. (Tome # = 0 en 1950.) Estime
cudl serd el rendimiento promedio en 1990 suponiendo que
la misma ecuacion sigue siendo valida.

25.

26.

(Planeacion dietética) En un hospital un paciente que esta
a dieta de liquidos tiene que escoger jugo de ciruela o jugo
de naranja para satisfacer su requerimiento de tiamina que
es de 1 miligramo diario. Una onza de jugo de ciruela con-
tiene 0.05 miligramos de tiamina y 1 onza de jugo de
naranja contiene 0.08 miligramos de tiamina. Si consume
x onzas de jugo de ciruela y y onzas de jugo de naranja dia-
riamente. ;Cudl es la relacién entre x y y que satisface
exactamente el requerimiento de tiamina?

(Planeacion dietética) Un individuo que estd bajo una
dieta estricta planea desayunar cereal, leche y un huevo
cocido. Después del huevo, su dieta le permite 300 calorfas
para esa comida. Una onza de leche contiene 20 calorias y
1 onza (alrededor de una taza llena) de cereal (mads azticar)
contiene 160 calorias. ;Cudl es la relacién entre el nimero
de onzas de leche y el de cereal que puede consumir?

Una gran cantidad de problemas en negocios y economia desembocan en los deno-
minados sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, consideremos la siguiente si-

tuacion.

El propietario de una tienda de televisores desea expandir su negocio com-
prando y poniendo a la venta dos nuevos modelos de televisores que acaban de salir
al mercado. Cada televisor del primer tipo cuesta $300 y cada televisor del segundo ti-
po $400. Cada televisor del primer tipo ocupa un espacio de 4 pies cuadrados,
mientras que cada uno del segundo tipo ocupa 5 pies cuadrados. Si el propietario
s6lo tiene disponibles $2000 para su expansion y 26 pies cuadrados de espacio, ;cudn-
tos modelos de cada tipo deberd comprar y poner a la venta haciendo uso completo
del capital disponible y del espacio?

Supdngase que el propietario compra x televisores del primer modelo y y del
segundo. Entonces, le cuesta $300x comprar el primer modelo y $400y comprar el se-
gundo tipo de televisores. Dado que la cantidad total que ha de gastar es de $2000,

es necesario que

300x + 400y = 2000 (1)

Asimismo, la cantidad de espacio ocupada por los dos tipos de televisores es de 4x
pies cuadrados y Sy pies cuadrados, respectivamente. El espacio total disponible pa-
ra los dos modelos es de 26 pies cuadrados. Por tanto

4x + 5y =26 (ii)

Para encontrar el nimero de televisores de cada modelo que deberd comprar
y poner a la venta, debemos resolver las ecuaciones (i) y (ii) para x y y. Es decir, de-
bemos encontrar los valores de x y y que satisfagan a la vez las ecuaciones (i) y (ii).
Obsérvese que cada una de ellas es una ecuacién lineal en x y y.
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DEFINICION Un sistema de ecuaciones lineales con dos variables x y y consta de
dos ecuaciones del tipo

ax+by=c (1)
ax + by =c, 2)

de donde a,, b, c,, a,, b, y c, son seis constantes. La solucién del sistema definido
por las ecuaciones (1) y (2) es el conjunto de los valores de x y y que satisfacen am-
bas ecuaciones.

Las ecuaciones (i) y (ii) forman uno de tales sistemas de ecuaciones lineales.
Si identificamos la ecuacidén (i) con la ecuacién (1) y la ecuacién (ii) con la ecua-
cién (2), las seis constantes tienen los valores a; = 300, b, = 400, ¢, = 2000, a, =
4,b,=5yc,=26.

Nuestro principal interés en esta seccion es resolver sistemas de ecuaciones li-
neales en forma algebraica. La solucién por el uso de métodos algebraicos requiere
la eliminacién de una de las variables, x o y, de las dos ecuaciones; esto nos permi-
te determinar el valor de la otra variable. La eliminacién de una de las variables pue-
de lograrse por sustitucién o sumando un multiplo apropiado de una ecuacién a la
otra. Los dos procedimientos se ilustran en el ejemplo 1.

EJEMPLO 1 Resuelva las dos ecuaciones que resultan del problema formulado al
inicio de esta seccion.

300x + 400y = 2000 @)
4x + 5y = 26 (ii)
Solucion (Método de sustitucion) En este caso, despejamos x o y (lo que sea mds

sencillo) de una de las ecuaciones y sustituimos el valor de esta variable en la otra
ecuacion. De la ecuacion (ii) (despejando x), tenemos

4x = 26 — 5y

2 —
_26-5

; (iii)

Sustituimos este valor de x en la ecuacion (i) y despejamos y.

300<2§{i5i3)4-400y:= 2000

75(26 — 5y) + 400y = 2000
1950 — 375y + 400y = 2000
25y =200 — 1950 = 50

y=2

Sustituyendo y = 2 en la ecuacién (iii) tenemos que

x=126-10)=4

SECCION 4-4  SISTEMAS DE ECUACIONES 149



@& 16. Resuelva el sistema si- En consecuencia, la solucién del sistema de ecuaciones (i) y (ii) es x =4y

guiente usando la primer ecuacién y = 2. En otras palabras, el comerciante deberd comprar 4 televisores del primer
para sustituir y en la segunda: tipo y 2 del segundo, si emplea todo el espacio disponible y utiliza todo su capital.
3x-y=T7,2x+4y =14 - 16

Solucién alternativa (Método de eliminacion)

300x + 400y = 2000 @)
4x + 5y =26 (ii)

De acuerdo con este método, hacemos que los coeficientes de x o y en las dos
ecuaciones tengan exactamente la misma magnitud y signos opuestos; luego suma-
mos las dos ecuaciones para eliminar una de las variables. Obsérvese que si multi-
plicamos ambos lados de la ecuacion (ii) por —80, hacemos que el coeficiente de y
tenga la misma magnitud que el de la ecuacion (i), pero con el signo opuesto. La
ecuacion se transforma en

Respueslta, Sustituyay = 3x -7 —320x — 400y = —2080 (iv)
Lasoluciénesx = 3,y =2
Recordemos que la ecuacion (i) es
300x + 400y = 2000

Cuando sumamos estas dos ecuaciones; los términos en y se cancelan y obtenemos

(—320x — 400y) + (300x + 400y) = —2080 + 2000 (v)
o bien
—20x = —80
x=4

Sustituyendo x = 4 en una de las ecuaciones [usamos la ecuacion (ii)], tenemos que

16 + 5y = 26
S5y =126—16 =10

@ 17. Resuelva el sistema
siguiente eliminando x por medio
del método de suma:

y=2

Asf que, la solucién es x = 4 y y = 2, la misma que se obtuvo por el primer método.
x+y=3;2x+3y=11 - 17

Observacion Las operaciones requeridas en estos dos métodos no alteran las
soluciones. Por ejemplo, cualesquiera x y y que satisfagan la ecuacién (ii) también
satisfardn la ecuacion (iv); cualesquiera x y y que satisfagan a la vez la ecuaciones
(1) y (iv) también satisfaran la ecuacién (v), etc. En consecuencia, los métodos pro-
ducen valores de x y y que son soluciones de la pareja original de ecuaciones.

EJEMPLO 2 Resuelva el sistema siguiente:

- . x—y y—1
Respuesta Multiplique la primera —_— =
ecuacién por -2, luego simela a la 3 4
segunda. La solucién es x = —2, 4x — 5y =x—-7
y=5 7

150 CAPITULO 4 LINEAS RECTAS



Solucién La primera etapa consiste en eliminar las fracciones de las dos ecuacio-
nes. Multiplicamos ambos lados de la primera ecuacién por 12, el denominador co-
mun y simplificamos.

4dx—y =30 -1
4x — 4y =3y —3
4x — Ty = -3

Multiplicamos ambos lados de la segunda ecuacién por 7 y simplificamos, obte-
niendo

dx —Sy=T7(x—17)="1x — 49
—3x — 5y = —49

Multiplicando la ecuacién completa por —1, resulta
3x + 5y =49

De manera que el sistema de ecuaciones es equivalente al sistema de ecuaciones li-
neales siguientes:

4x — Ty = -3 6))
3x + 5y =49 (i1)
Usamos el método de sustitucion. Despejamos x en la ecuacion (i).
4x=7y—3 obien x=24(Ty—3) (iii)
Sustituyendo este valor de x en la ecuacidn (ii), obtenemos
2Ty —3) + 5y =49
Multiplicamos ambos lados por 4 y despejamos y.

3(7y — 3) + 20y = 196
21y — 9 + 20y = 196
41y =196 + 9 = 205

_ 205 _

=22 5
YT

Haciendo y = 5 en la ecuacion (iii), resulta
X = %(35 -3)=8

En consecuencia la solucién requeridaes x =8y y =5

Un sistema de ecuaciones lineales y su solucién tienen una intepretacion geo-
métrica importante. Por ejemplo, consideremos el sistema siguiente.

x+y=3 3)
3x—y=1 “4)
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@ 18. Dibuje las grificas y en-
cuentre el punto de interseccién de
las rectas cuyas ecuaciones sean

3y-2x=6y4y +3x=24

Respuesta x = % ~2.82
y=5%~388
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Usando alguno de los métodos de solucién anteriores, facilmente nos damos cuen-
ta de que la solucibnes x = 1y y = 2.

Cada una de las ecuaciones (3) y (4) es lineal en x y y, por lo que tiene como
gréfica una linea recta en el plano xy. En el caso de la ecuacién (3), determinamos
el punto en que corta el eje x haciendo y = 0. Esto da x = 3, de modo que la linea
pasa por el punto (3, 0). De manera similar, haciendo x = 0, encontramos que y = 3,
por lo que la linea corta al eje y en el punto (0, 3). Estos dos puntos aparecen en la
figura 23 y la grafica de la ecuacidn (3) se obtiene uniendo con una linea recta los
puntos.

FIGURA 23

En forma andloga, encontramos los puntos (0, —1) y (3, 0) que pertenecen a
la ecuacién (4) y estdn sobre los ejes de coordenadas.

Cualquier pareja de valores x y y que satisfaga la ecuacién (3) corresponde a
un punto sobre la primera linea recta. Cualquier pareja de valores que satisfaga la
ecuacion (4) corresponde a un punto (x, y) en la segunda linea recta. En consecuen-
cia, si x y y satisfacen a la vez las dos ecuaciones, el punto (x, y) debe estar situado
en ambas lineas. En otras palabras, (x, y) debe ser el punto en que las lineas se inter-
secan. En la figura 23, advertimos que este punto es (1, 2), de modo que la solucién
en este caso es x = 1 y y = 2, como ya se habia establecido. @ 18

Ahora regresamos al sistema general de ecuaciones lineales.

ax+by=c (D
ax + by =c, 2

Las graficas de estas dos ecuaciones constan de dos lineas rectas en el plano xy, da-
do que cualquier ecuacion lineal siempre representa una linea recta, como vimos en
la seccién 4-2. Cualquier pareja de valores x y y que satisfacen a la vez las ecuacio-
nes (1) y (2) deben corresponder a un punto (x, y) que esté situado en ambas lineas.

Denotemos las rectas por L y M, respectivamente. Surgen entonces tres posi-
bilidades.

1. Las lineas L y M se intersecan. Ya que el punto de interseccién (x,, y,), estd si-
tuado en ambas, las coordenadas (x,, y,) satisfacen las ecuaciones de ambas



lineas, y de aqui, dan una solucién al sistema dado. Esta solucion es tinica, por-
que si las dos lineas se intersecan, lo hacen en un solo punto. (Véase la parte a)
de la figura 24).

FIGURA 24

2. Las lineas L y M son paralelas. En este caso, las lineas no se cortan y no hay nin-
gln punto sobre ambas. Por lo que no habra valores de x y de y que satisfagan
ambas ecuaciones. En otras palabras, en este caso las ecuaciones no tienen solu-
cion. (Véase la parte b) de la figura 24).

3. Las lineas L y M coinciden. En tal caso, cada punto sobre la linea L también es-
ta sobre la linea M. En esta situacion, el sistema tiene un nimero infinito de so-
luciones; es decir, cada pareja ordenada (x, y) sobre L (= M). (Véase la parte c)
de la figura 24).

EJEMPLO 3 Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente:
x+2y=4
3x+6y—8=0
Solucion Resolvamos la primera ecuacién para x:
x=4-2y
Luego, sustituyamos este valor de x en la segunda ecuacién y simplifiquemos.
34—2y)+6y—8=0
12 -6y + 6y —8=0
4=0

Esto es imposible. Por tanto, las ecuaciones no tienen solucion. Esto se ilustra gra-
ficamente en la figura 25. En este caso las dos lineas rectas son paralelas y no se
intersectan. Podemos ver esto de inmediato escribiendo las ecuaciones dadas en la
forma pendiente-ordenada al origen.

y=—%x+2

— 1 4
y=-—x+3
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@ 19. ;Cuantas soluciones
tiene cada uno de los sistemas
siguientes?
1
a) x — 3y = 1,y=§x*1
b) 3y=5x—2
x+y+2=4@y—x+1)

Respuesta a) Ninguna solucion;
b) un nimero infinito de
soluciones.

@ 20. ;Para qué valores de c el
sistema siguiente no tiene solucién
y para cudles tiene un nimero infi-
nito de soluciones?

1
2y+x+6:O,y:c—5x

Respuesta Si c # —3, no tiene
solucidn; si ¢ = —3 tiene un nime-
ro infinito de soluciones.
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3x+6y—8=0

FIGURA 25

Las dos lineas tienen la misma pendiente (—%) pero distintas ordenadas al origen.
En consecuencia, las dos lineas son paralelas, sin punto de intersecciéon comun.

EJEMPLO 4 Resuelva el sistema de ecuaciones.

2x — 3y =6 @)
§—§=1 (ii)

Solucion Multiplicamos ambos lados de la segunda ecuacién por —6, y obtenemos
—2x +3y= -6
Sumando esta ecuacién con la primera, resulta
0=0

una ecuacién que siempre es valida.
Escribiendo las dos ecuaciones en la forma pendiente-ordenada al origen, en-
contramos que se reducen a la ecuacion:

y=%x—2

Dado que las dos ecuaciones son idénticas, las dos lineas coinciden en este caso y
las dos ecuaciones dadas son equivalentes. En realidad, la ecuacién (ii) puede ob-
tenerse de la ecuacion (i) multiplicando la dltima por +. En este caso, tenemos un
nimero infinito de soluciones: cualquier pareja de valores (x, y) que satisfaga la
ecuacion (i) dard una solucién. Por ejemplo, una de tales parejas es (6, 2), otra es
0, -2). =« 19, 20

El método de sustitucion a menudo es util cuando tenemos un sistema de
ecuaciones donde una ecuacién es lineal y la otra no.

EJEMPLO 5 Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente:

2x —y=3
X2 +yr=5



@ 21. Utilice sustitucién para
resolver el sistema
x+2y=8,xy=6

Respuesta Dos soluciones:

x=2,y=3yx=6,y=1

Soluciéon En este sistema, una de las ecuaciones no es lineal. El método de solu-
cioén consiste en la eliminacién de una de las dos variables, x o y, de las dos ecua-
ciones. De la primera ecuacién, tenemos

y=2x—3
Sustituimos este valor de y en la segunda ecuacién y simplificamos.
X+ Q2x—3)2=5
X442 —-12x+9=5
52— 12x+4=0

La factorizacion que resulta es
x—2)5x—2)=0
Por tanto, tenemos las posibilidades
x—2=0 o bien 5x—2=0
x=2 x=2

Ahora, sustituimos estos valores en la ecuacién que usamos al principio para susti-
tuir por y, a saber®* y = 2x — 3.

y=2x—-3 y=2x—3
=2(2) -3 =2() -3
=1 :_%

En consecuencia, hay dos soluciones:

x=2y=1y x=2%y=-1 @21

Continuamos con la resolucién de un problema aplicado que requiere ecua-
ciones simultineas.

EJEMPLO 6 (Mezclas) La tienda El Sol, que se especializa en todo tipo de fritu-
ras, vende cacahuates a $0.70 la libra y almendras a $1.60 la libra. Al final de un mes,
el propietario se entera de que los cacahuates no se venden bien y decide mezclar
cacahuates con almendras para producir una mezcla de 45 libras, que venderd a
$1.00 la libra. ;Cudntas libras de cacahuates y de almendras deberd mezclar para
mantener los mismos ingresos?

Solucion Sea x las libras de cacahuates que la mezcla contiene y y las libras co-
rrespondientes de almendras. Dado que el peso total de 1a mezcla es de 45 libras,

x+y=45

El ingreso de x libras de cacahuates a $0.70 la libra es de 0.7x ddlares y el ingreso

*Seria incorrecto sustituir los valores de x en la ecuacién no lineal.
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@ 22. En el ejemplo 6, encuentre
las cantidades que deben mezclarse
para obtener 40 libras de una mez-

cla que cueste $1.15 por libra

Respuesta x = 20,y = 20
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de y libras de almendras a $1.60 la libra es de 1.6y ddlares. El ingreso obtenido de
la mezcla de 45 libras a $1.00 por libra serd de $45. Dado que el ingreso de la
mezcla deberd ser el mismo que el de las frutas separadas, tenemos la siguiente
ecuacion:

Ingreso de los cacahuates + Ingreso de las almendras = Ingreso de la mezcla
0.7x + 1.6y = 45
7x + 16y = 450
De esta manera, llegamos al sistema de ecuaciones lineales siguiente:
x+y=45
Tx + 16y = 450

De la primera ecuacidn, obtenemos que x = 45 — y. Luego sustituimos este valor de
x en la ecuacién de abajo y despejamos y.

7(45 — y) + 16y = 450
315 — 7y + 16y = 450
9y =450 — 315 =135
y=15
Por tanto, x =45 — y =45 — 15 = 30.

En consecuencia, 30 libras de cacahuates deberan mezclarse con 15 libras de
almendras para formar la mezcla. @ 22

El método de sustitucion también puede utilizarse con frecuencia para resolver sis-
temas de ecuaciones con tres o mds variables. Tales sistemas se estudian con deta-
lle en la seccién 9-3, pero mientras tanto hagamos un ejemplo.

EJEMPLO 7 Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente para x, y y z.
x— y— z=1
2x+ y+3z=6
—4x —2y+32=6

Soluciéon Resolvemos la primera ecuacién para x en términos de y y z.
x=1+y+z
Enseguida sustituimos esta expresion para x en las dos ecuaciones restantes:
20+y+2)+ty+3z2=6
41l +y+z2)—2y+3z2=6

Después de simplificar, obtenemos

3y+5z=4
—6y —z=10



Ahora tenemos que resolver dos ecuaciones en y y z. De la tdltima de éstas tenemos
que z = —6y — 10 y sustituyendo esto en la primera ecuacion:

3y + 5(—6y — 10) = 4

—27y = 54
y=-2

Con la finalidad de completar la solucién calculamos z y por dltimo x.

—6y — 10 = —6(—2) — 10 = 2

1

+ty+z=1+(-2)+2=1

La solucién es, por tanto, x = 1,y = =2y z = 2.

Observacion El método de suma también puede utilizarse para eliminar una
de las variables, dejando un sistema de dos ecuaciones para las dos variables res-

tantes.

I )crCicios 4-4

(1-24) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.
1.

10.

11.

12.

13.

2
3
4.
5
6

x—y=1 'y 2x+3y+8=0
2x—=3y=1 y 5x+4=14
LAdx—y=-2 'y 3x+4y=27
B3u+2v=9 'y u+3v=10
L3x+5t=12 y 4x—3t=-13
»2p—q=3 'y p=5-3¢
Xy
.Ix— 8y =4 —+==3
X — oy y R
+ - + -
Xty _X-y _g y Xty Xy
2 3 3 4
e P X
4 5 5 4
x—2y:2+2x+3y
3 4
3x—2y -—y+5x+11
2 4
Sx—=Ty+2=0 y 15x—2ly=7
u v
2u—3v=12 ——+——4
u v y 372
x+2y=4 'y 3x+6y=12

4.2p+g=3 'y %p+%q=l

15.x+y=3 16. x+2y=1
y+z=5 3y +5z=7
x+z=4 2x— y=17

17. x+ y+ z=6 18. x+2y— z=-3

19.

20.

21.

23.
24,
25.

2x— y+3z=9
—x+2y+ z=6

+3y+4z=5
2x— y+3z=9
3x, +2x,+x,= 6
2%, —x, +dx; = —4

X +x,—2x,= 5

2u — 2v — 4w =13
u+ v+ w =6
—3Bu+2v— w+1 = 0

x+ 3y+4z= 1,
2x+ Ty+ z=-17
3x+ 10y + 8z = -3

22. 3x— 2y +4z=3
4x + 3y =9
2x+4y+ z=0

x+y=3 y xX*+y*=29
2x+y=5 'y xy=2
(Purificacion de minerales) Dos metales, X y Y, pueden

extraerse de dos tipos de mineral, I y II. Cien libras de mi-
neral I producen 3 onzas de X y 5 onzas de Y, por otro la-
do, 100 libras del mineral II producen 4 onzas de X y 2.5
onzas de Y. ;Cudntas libras de los minerales 1 y II se reque-
rirdn para producir 72 onzas de X y 95 onzas de Y?
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26.

27.

28.

29.

30.

(Asignacion de mdquinas) Una empresa fabrica dos pro-
ductos, A y B. Cada producto tiene que ser procesado por
dos médquinas, I y II. Cada unidad del tipo A requiere 1 ho-
ra de procesamiento de la maquina I y 1.5 horas por la ma-
quina II y cada unidad del tipo B requiere de 3 horas en la
maquina [ y 2 horas en la maquina II. Si la maquina I esta
disponible 300 horas al mes y la maquina II 350 horas,
(cudntas unidades de cada tipo podrd fabricar al mes si uti-
liza el tiempo total que dispone en las dos maquinas?

(Decisiones de adquisicion) Una compafiia trata de adqui-
rir y almacenar dos tipos de articulos, X y Y. Cada articulo
X cuesta $3 y cada articulo Y cuesta $2.50. Cada articulo X
ocupa 2 pies cuadrados del espacio del piso y cada articu-
lo Y ocupa un espacio de 1 pie cuadrado del piso. ;Cuan-
tas unidades de cada tipo pueden adquirirse y almacenarse
si se dispone de $400 para la adquisicién y 240 pies cua-
drados de espacio para almacenar estos articulos?

(Mezcla de cafés) Una tienda vende dos tipos de café, uno
a $2.00 el kilo y el otro a $1.50 por la misma cantidad. El
propietario de la tienda produce 50 kilos de una nuevo pro-
ducto de café mezclando estos dos tipos y vendiéndolo a
$1.60 el kilo. ;Cuantos kilos de café de cada tipo deberd
mezclar para no alterar los ingresos?

(Mezclas) Un almacén de productos quimicos tiene dos ti-
pos de soluciones acidas. Una de ellas contiene 25% de
dcido y la otra contiene 15%. ;Cudantos galones de cada
tipo deberd mezclar para obtener 200 galones de una mez-
cla que contenga 18% de é4cido?

(Politica tributaria de los ingresos) La Secretaria de Ha-
cienda fija cierta tasa de impuestos a los primeros $5000 de
ingresos gravables, y una tasa diferente sobre los ingresos
gravables por encima de los $5000 pero menores que
$10,000. El gobierno desea fijar las tasas de impuestos en
tal forma que una persona con un ingreso gravable de $7000
tenga que pagar $950 en impuestos; mientras que otra con
un ingreso gravable de $9000 deba pagar $1400 de im-
puestos. Encuentre las dos tasas.

31.

32.

33.

34.

35.

(Plantilla de personal) Cierta compaiiia emplea 53 perso-
nas en dos sucursales. De esta gente, 21 son universitarios
graduados. Si una tercera parte de las personas que laboran
en la primera sucursal; y tres séptimos de los que se en-
cuentran en la segunda sucursal, son universitarios gradua-
dos, ;cudntos empleados tiene cada oficina?

(Inversiones) Una persona invierte un total de $25,000 en
tres diferentes inversiones al 8, 10y 12%. Los intereses to-
tales al cabo de un afio fueron de $2440 y los intereses por
las inversiones al 8 y 12% fueron iguales. ;Cuénto invirtié
a cada tasa?

(Decisiones de produccion) Una planta de fertilizantes
produce tres tipos de fertilizantes. El tipo A contiene 25%
de potasio, 45% de nitrato y 30% de fosfato. El tipo B con-
tiene 15% de potasio, 50% de nitrato y 35% de fosfato. El
tipo C no contiene potasio, tiene 75% de nitrato y 25% de
fosfato. La planta tiene suministros de 1.5 toneladas diarias
de potasio, 5 toneladas al dia de nitrato y de 3 toneladas al
dia de fosfato. ;Qué cantidad de cada tipo de fertilizante
deberd producir de modo que agote los suministros de in-
gredientes?

(Ecologia) Un pez de la especie 1 consume por dia 10 gra-
mos de comida 1 y 5 gramos de comida 2. Un pez de la es-
pecie 2 consume por dia 6 gramos de comida 1 y 4 gramos
de comida 2. Si un medio ambiente dado tiene 2.2 kilogra-
mos de comida 1 y 1.3 kilogramos de comida 2 disponible
diariamente, ;qué tamafio de poblacidn de las dos especies
consumira toda la comida disponible?

(Ecologia) Tres especies distintas de pdjaros comen pul-
gones de diferentes partes de los drboles. La especie 1 se
alimenta la mitad del tiempo en los niveles altos y la otra
mitad del tiempo en los niveles medios de los drboles. La
especie 2 se alimenta la mitad en los niveles medios y la mi-
tad en los niveles bajos. La especie 3 se alimenta s6lo en
los niveles bajos. Hay igual cantidad de pulgones aprove-
chables en los niveles medios y bajos, pero solamente la
mitad correspondiente en los niveles superiores. ;Qué ta-
mafio relativo deben tener las poblaciones de las tres espe-
cies de manera que el suministro de pulgones se consuma
por completo?

B 4-5 APLICACIONES A ADMINISTRACION Y ECONOMIA

En esta seccién analizaremos algunas aplicaciones importantes de los sistemas de ecua-

ciones.

Andlisis del punto de equilibrio

Si el costo total y, de produccién excede al de los ingresos y, obtenidos por las ventas,
entonces el negocio sufre una pérdida. Por otra parte, si los ingresos sobrepasan los
costos, existe una utilidad. Si el costo de produccién es igual a los ingresos obtenidos
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@ 23. Silos costos fijos son
$5000 semanales, los costos varia-
bles son $21 por unidad y el precio
de venta es $46 por unidad, deter-
mine el punto de equilibrio

Respuesta 200 unidades
semanales

por las ventas, no hay utilidad ni pérdida, de modo que el negocio estd en el punto
de equilibrio. El nimero de unidades producidas y vendidas en este caso se deno-
mina punto de equilibrio.

EJEMPLO 1 (Anadlisis del punto de equilibrio) Para un fabricante de relojes, el
costo de mano de obra y de los materiales por reloj es de $15 y los costos fijos son
de $2000 al dia. Si vende cada reloj a $20, ;cudntos relojes deberd producir y vender
cada dia con objeto de garantizar que el negocio se mantenga en el punto de
equilibrio?

Solucién Sea x el nimero de relojes producidos y vendidos cada dia. El costo total
de producir x relojes es

v, = Costos variables totales + Costos fijos = 15x + 2000

Dado que cada reloj se vende a $20, el ingreso y, obtenido por vender x relojes es
v, = 20x

El punto de equilibrio se obtiene cuando los ingresos son iguales a los costos, es
decir,

20x = 15x + 2000

Obtenemos que 5x = 2000 o x = 400.

De modo que debera producir y vender al dia 400 relojes para garantizar que no
haya utilidades ni pérdidas. La figura 26 da una interpretacién grafica del punto de
equilibrio. Cuando x < 400, el costo y, excede a los ingresos y, y hay pérdidas.
Cuando x > 400, los ingresos y, exceden los costos y, de modo que se obtiene una
utilidad.

Obsérvese que graficamente, el punto de equilibrio corresponde a la intersec-
cion de las dos lineas rectas. Una de las lineas tiene la ecuacion y = 15x + 2000, la
que corresponde al costo de produccién, y la otra tiene la ecuacién y = 20x, la que
corresponde a los ingresos. @ 23

1' %4

J "
A
12,000 |- 58
8,000 [—
| Punto de
B 1 equilibrio
Ly, = 15x + 2000 |
- i
I
4,000 [~ !
L I
&0 B !
S y, = 20x !
X 1

'3 |
I
I

| | | 1 | | | >

200 400 600 X

FIGURA 26
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EJEMPLO 2 (Anadlisis del punto de equilibrio) Sup6ngase que el costo total diario
(en dolares) de producir x sillas estd dado por

y. = 2.5x + 300

a) Si cada silla se vende a $4, ;cudl es el punto de equilibrio?

b) Si el precio de venta se incrementa a $5 por silla, ¢cudl es el nuevo punto de
equilibrio?

c) Si se sabe que al menos 150 sillas pueden venderse al dia, ;qué precio
deberd fijarse con el objeto de garantizar que no haya pérdidas?

Solucién El costo estd dado por
v, = 2.5x + 300

a) Si cada silla se vende a $4, el ingreso (en ddlares) obtenido por la venta de
x sillas es

v, = 4x
En el punto de equilibrio tenemos que y, = y, es decir,
4x = 2.5x + 300

Asi, 1.5x = 300 o x = 200. El punto de equilibrio estd en 200 sillas.

b) Si el precio de venta se incrementa a $5 por silla, el ingreso en este caso es
v, =5x
En el punto de equilibrio y, = y , de modo que
S5x = 2.5x + 300

En consecuencia, 2.5x = 300 o x = 120. Con el nuevo precio de venta, el punto de
equilibrio es de 120 sillas.

c) Sea p dodlares el precio fijado a cada silla. Entonces, los ingresos obtenidos
por la venta de 150 sillas es y, = 150p y el costo de producir 150 sillas es
y. = 2.5(150) + 300 = 675. Con la finalidad de garantizar una situacién de equili-
brio debemos tener que y, = y,; es decir,

150p =675 o p =450
Por tanto, el precio fijado a cada silla debe ser $4.50 con el propdsito de garantizar

que no haya ganancias ni pérdidas (en el peor de los casos), si al menos se venden
al dia 150 sillas.

Debe sefialarse que cuando un economista utiliza una relacién lineal para
describir la dependencia entre dos variables, no se puede afirmar que la verdadera
relacion pueda ser lineal, sino mds bien, que una relacién lineal es una buena apro-
ximacién de los datos observados sobre el rango que nos interesa. Si los datos
observados se encuentran sobre o cerca de una linea recta, podemos usar una



relacién lineal como una representacion aproximada de los datos. La manera en que
esto puede realizarse se describird en la seccién 18-6.

Si bien, los datos observados pueden estar cerca de una linea recta, en muchos
casos no es asi y en tales situaciones no es razonable emplear una ecuacién lineal
para aproximar la relacién entre las dos variables. Por ejemplo, el costo de fabricar
x articulos de cierto tipo puede no estar dado por un modelo de costo lineal,
y. = mx + b, si no que puede depender de x en una forma mas complicada. En
principio, un andlisis del punto de equilibrio puede quedar sin alteracién en tales
casos, pero el dlgebra requerida para encontrar el punto de equilibrio se complica.

EJEMPLO 3 (Anadlisis no lineal del punto de equilibrio) Una compaiiia de dulces
vende sus cajas de chocolates a $2 cada una. Si x es el nimero de cajas producidas
a la semana (en miles), entonces el administrador sabe que los costos de produccién
estan dados, en délares, por

v, = 1000 + 1300x + 100x?
Determine el nivel de produccién en que la compaiiia no obtiene utilidades ni pér-
didas (punto de equilibrio).

Solucién Los ingresos por vender x miles de cajas a $2 cada una estdn dados por
¥, = 2000x

Con el objeto de quedar en el punto de equilibrio, los ingresos deben ser iguales a
los costos; de modo que

1000 + 1300x + 100x> = 2000x

Dividiendo ambos lados de la ecuacién entre 100 y pasando todos los términos a la
izquierda, tenemos que

xX2—=T7x+10=0
Si factorizamos esta expresion, obtenemos
x—2x—5=0

yasix=2yx=>5.

Por tanto, encontramos que hay dos puntos de equilibrio en este problema. La
compaiiia puede decidir fabricar 2000 cajas a la semana (x = 2), con ingresos y
costos iguales a $4000. O puede fabricar 5000 cajas a la semana (x = 5), cuando los
ingresos y los costos estén otra vez en un equilibrio de $10,000.

En este ejemplo es conveniente considerar las utilidades de la compaiifa. La
utilidad mensual U estd dada por los ingresos menos los costos.

U=y —y,
= 2000x — (1000 + 1300x + 100x2)

—1000 + 700x — 100x2
—100(x — 2)(x — 5)
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@ 24. Silos costos diarios de
una compaiiia son 20,000 + 200x —
x2, cuando se producen x unidades
en un dia, y el precio de venta es
$100 por unidad, determine el pun-
to de equilibrio.

Respuesta 200 unidades diarias.
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Cuando x = 2 o 5, la utilidad es cero y éstos son los puntos de equilibrio. Cuando
2 <x <5, tenemos que x —2 > 0yx — 5 < 0. Dado que el producto contiene dos
signos negativos, U es positiva en este caso. En consecuencia, la compaififa obtiene
una utilidad positiva cuando 2 < x < 5; es decir, cuando fabrica y vende entre 2000
y 5000 cajas a la semana. @ 24

Punto de equilibrio del mercado

Si el precio de cierto articulo es demasiado alto, los consumidores no lo adquiriran,
mientras que si es demasiado bajo, los proveedores no lo venderdn. En un mercado
competitivo, cuando el precio por unidad depende sélo de la cantidad demandada y
de la oferta, siempre existe una tendencia del precio a ajustarse por si mismo, de
modo que la cantidad demandada por los consumidores iguale la cantidad que los
productores estan dispuestos a ofrecer. Se dice que el punto de equilibrio del mer-
cado ocurre en un precio cuando la cantidad demandada es igual a la cantidad ofre-
cida. Esto corresponde al punto de interseccion de las curvas de la oferta y la de-
manda. (Véase la figura 27).*

AP

Oferta

~*+— Punto de equilibrio del mercado

(X Pg)
Demanda

A
" |

FIGURA 27

Algebraicamente, el precio de equilibrio del mercado p, y la cantidad de equi-
librio x, se determina resolviendo las ecuaciones de la oferta y la demanda simulta-
neamente para p y x. Notese que el precio y la cantidad de equilibrio s6lo tienen sen-
tido cuando no son negativas.

EJEMPLO 4 Determine el precio de equilibrio y la cantidad de equilibrio de las le-
yes de la oferta y la demanda siguientes:

D: p=25-—2x D
St p=3x+5 2)
Solucién Igualando los dos valores de p en las ecuaciones (1) y (2), tenemos que

3x+5=25—-2x

*Algunos modelos sencillos de la forma en que un mercado se autoajusta al equilibrio se describen en la
seccién 17-6.



@ 25. Silaley de la demanda es
2p + 3x = 36y la ley de la oferta
es 2p = x + 12, grafique las curvas
de la oferta y la demanda y deter-
mine el punto de equilibrio del
mercado.

Respuesta x = 6,p =9

2p=x+12

Facilmente se ve que la solucién es x = 4. Sustituyendo x = 4 en la ecuacién (1),
resulta

p=25-8=17

En consecuencia, el precio de equilibrio es 17 y la cantidad de equilibrio es de 4 uni-
dades. Las gréficas de las curvas de la oferta y la demanda aparecen en la siguiente
figura.

30

Oferta
p=3x+5

20

p=25—2x
Demanda

FIGURA 28
EJEMPLO 5 Si las ecuaciones de la demanda y la oferta son, respectivamente,
D: 3p+5x=22 (3)
St 2p—3x=2x 4)
determine los valores de x y p en el punto de equilibrio del mercado.

Solucion Las ecuaciones (3) y (4) forman un sistema de ecuaciones lineales en las
variables x y p. Resolvamos este sistema por el método de eliminacién. Multiplican-
do ambos lados de la ecuacion (3) por 3 y los dos miembros de la ecuacién (4) por
5, obtenemos

9p + 15x = 66
10p — 15x = 10
Enseguida sumamos estas dos ecuaciones y simplificamos.

9p + 15x + 10p — 15x = 66 + 10
19p =76

Asi que, p = 4. Sustituyendo este valor de p en la ecuacién (3), obtenemos
3(4) + 5x =22

Por tanto, x = 2. El punto de equilibrio del mercado ocurre cuando p =4y x = 2.
e 25

Como la mayoria de las relaciones lineales en economia, las ecuaciones linea-
les de demanda y oferta dan una representacién aproximada de las relaciones exac-
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tas entre precio y cantidad, y surgen casos en que tales aproximaciones lineales no
son adecuadas. La determinacion del punto de equilibrio del mercado, cuando la
ecuacioén de demanda o la ecuacién de la oferta (o ambas) no son lineales, pueden
requerir cdlculos muy complicados.

EJEMPLO 6 (Punto de equilibrio del mercado) 1.a demanda para los bienes pro-
ducidos por una industria estdn dados por la ecuacién p* + x> = 169, en donde p es
el precio y x es la cantidad demandada. La oferta estd dada por p = x + 7. ;Cuadles
son el precio y la cantidad del punto de equilibrio?

Solucién El precio y la cantidad del punto de equilibrio son los valores positivos
de p y x que satisfacen a la vez las ecuaciones de la oferta y la demanda.

p*+x? =169 (5)

p=x+17 (6)

Sustituyendo el valor de p de la ecuacién (6) en la ecuacién (5) y simplificando, re-
sulta:

x+7)?+x2=169
2x2 4+ 14x + 49 = 169
XX +7x—60=0

Factorizando, encontramos que
x+12)x—5 =0

lo cual da x = —12 o 5. El valor negativo de x es inadmisible, de modo que x = 5.
Sustituyendo x = 5 en la ecuacién (6),

p=5+7=12

En consecuencia, el precio de equilibrio es 12 y la cantidad de equilibrio es 5.

Impuestos especiales y punto de equilibrio del mercado

Con frecuencia, el gobierno grava con impuestos adicionales ciertos articulos con el
propdsito de obtener mas ingresos o dar mas subsidios a los productores, para que
hagan accesibles estos articulos a los consumidores a precios razonables. Conside-
raremos el efecto de un impuesto adicional o subsidio sobre el punto de equilibrio
del mercado con las suposiciones siguientes:

1. La cantidad demandada por los consumidores sélo depende del precio de merca-
do. Denote este precio pagado por los consumidores mediante p,.

2. La cantidad ofrecida por los proveedores estd determinada por el precio recibido
por ellos. Denote este precio por medio de p..

3. El precio pagado por los consumidores iguala al precio recibido por los provee-
dores mds el impuesto 7 por unidad: p, = p_+ t. Si, en lugar de eso, se da un sub-
sidio de s por unidad, entonces p, = p, —s.



Respuesta En el plano de x y
precio del consumidor, p,, el efecto
de los impuestos, es mover la
curva de la oferta hacia arriba.

Apc pc=%x+16

40 pc=%x+ 10

40

20 5pc+2x =200

<y

10 20 30 40

EJEMPLO 7 (Subsidio y punto de equilibrio del mercado) La ley de la demanda
para cierto articulo es 5p + 2x = 200 y la ley de la oferta es p = sx + 10.

a) Determine el precio y cantidad de equilibrio.

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio después de que se ha fijado
un impuesto de 6 por unidad. Determine el incremento en el precio y la disminucién
en la cantidad demandada.

¢) (Qué subsidio provocard que la cantidad demandada se incremente en 2
unidades?
Solucion Las ecuaciones de demanda y de oferta son las siguientes:
D: 5p + 2x =200 )
S: p=5x+10 8)
a) Sustituyendo el valor de p de la ecuacién (8) en la ecuacién (7) y simplifi-
cando obtenemos las ecuaciones:
5(%x + 10) + 2x = 200
4x + 50 + 2x = 200
6x = 150
x =25
Por tanto, de la ecuacidn (8),
p=%25)+10=20+ 10 =30

En consecuencia, el precio de equilibrio y la cantidad de equilibrio antes del grava-
men son

p=30 y x=25

b) Sea p,_ el precio pagado por los consumidores y p, el precio recibido por los
proveedores. Entonces las ecuaciones (7) y (8) se transforman en

D: 5p,+ 2x =200 ©)
S: p=tx+10 (10)

Si se cobra un impuesto de 6 por unidad, entonces p, = p, + 6, de modo que la ecua-
cién de oferta puede escribirse como

S: p,—6="4x+10

p, =4+ 16 an

Sustituyendo el valor de p, de la ecuacién (11) en la ecuacion (9), obtenemos
5(§x + 16) + 2x = 200

La solucién es x = 20. Por tanto, de la ecuacién (11),

p. = $20) + 16 = 32
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@ 26. En el ejemplo 7, grafique
las ecuaciones de la oferta y de-
mandas originales (7) y (8) y las
ecuaciones de la oferta y la deman-
da modificadas (9) y (11) en los
mismos ejes. Muestre los dos pun-
tos de equilibrio. Geométricamente,
;cudl es el efecto de los impuestos
a las ventas?

@ 27. Vuelva a resolver las par-
tes a) y b) del ejercicio 7, si la
ecuacion de la oferta se cambia a

p = x + 12y si, en la parte b), se
cobra un impuesto a las ventas de 7
por unidad.

Respuesta a) x = 20,p = 32
by x=15,p =34

Comparando con la parte a), vemos que el efecto de los impuestos es aumen-
tar el precio del mercado en 2 (de 30 a 32) y disminuir la demanda del mercado en
5 (de 25 a 20). & 26, 27

¢) Nuevamente sea p, el precio pagado por los consumidores y p, el precio re-
cibido por los proveedores, de modo que las ecuaciones de demanda y oferta atin es-
tdn dadas por las ecuaciones (9) y (10). Esta vez, p, = p, — s, en donde s es el sub-
sidio por unidad.

Deseamos tener demanda de 2 mds que la demanda de equilibrio de 25, esto
es x = 27. Entonces, de la ecuacién (9),

p, = +(200 — 2x) = 1200 — 54) = 29.2
y de la ecuacién (10),
p, =10+ 3x =10 + 4(27) = 31.6

Por tanto, s = p.—p, = 31.6 — 29.2 = 2.4. Un subsidio de 2.4 por unidad aumenta-
rd la demanda en 2 unidades.

I jcrCicios 4-5

1. (Andlisis del punto de equilibrio) El costo variable de

fijos son de $280 al dia. Si cada articulo puede venderse a

producir cierto articulo es de 90¢ por unidad y los costos
fijos son de $240 al dfa. El articulo se vende por $1.20 ca-
da uno. ;Cuéntos articulos deberd producir y vender para
garantizar que no haya ganancias ni pérdidas?

. (Andlisis del punto de equilibrio) Los costos fijos por

producir cierto articulo son de $5000 al mes y los costos va-

riables son de $3.50 por unidad. Si el productor vende cada
uno a $6.00, responda a cada uno de los incisos siguientes.

a) Encuentre el punto de equilibrio.

b) Determine el nimero de unidades que deben producirse
y venderse al mes para obtener una utilidad de $1000
mensuales.

¢) Obtenga la pérdida cuando sélo 1500 unidades se
producen y venden cada mes.

. (Andlisis del punto de equilibrio) El costo de producir x

articulos estd dado por y, = 2.8x + 600 y cada articulo se

vende a $4.00.

a) Encuentre el punto de equilibrio.

b) Si se sabe que al menos 450 unidades se venderan,
(cudl deberia ser el precio fijado a cada articulo para
garantizar que no haya pérdidas?

. (Andlisis del punto de equilibrio) Un fabricante produce
articulos a un costo variable de 85¢ cada uno y los costos
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*8.

$1.10, determine el punto de equilibrio

. (Andlisis del punto de equilibrio) En el ejercicio 4, si el fa-

bricante puede reducir el costo variable a 70¢ por
articulo incrementando los costos diarios a $350, ;es
ventajoso hacerlo asi? (Tal reduccién seria posible; por
ejemplo, adquiriendo una nueva méaquina que bajara los
costos de produccién pero que incrementara el cargo por
intereses).

. (Andlisis del punto de equilibrio) El costo de producir x

articulos a la semana estd dado por y, = 1000 + 5x. Si ca-
da articulo puede venderse a $7, determine el punto de
equilibrio. Si el fabricante puede reducir los costos
variables a $4 por articulo incrementando los costos fijos a
$1200 a la semana, ;le convendria hacerlo?

. (Andlisis no lineal del punto de equilibrio) El costo de

producir x articulos al dfa estd dado en d6lares por y, =
80 + 4x + 0.1x%. Si cada articulo puede venderse a $10,
determine el punto de equilibrio.

(Andlisis no lineal del punto de equilibrio) El costo de
producir x articulos al dia estd dado en d6lares por y, =
2000 + 100 V. Si cada articulo puede venderse a $10,
encuentre el punto de equilibrio.



(9-14) (Equilibrio del mercado) Determine el precio y canti-
dad de equilibrio para las curvas de demanda y oferta siguien-
tes:

9.D: 2p+3x=100  10. D: 3p+ 5x =200
S: p=1x+2 S: Tp—3x=56

1.D: 4p+x=50 12. D: 5p + 8x = 80
S 6p—5x=10 S 3x=2p-—-1

13.D: p>+x2=25 14. D: p>*+2x* =114
St p=x+1 St p=x+3

15. (Equilibrio de mercado) Un comerciante puede vender
diariamente 200 unidades de cierto bien en $30 por unidad
y 250 unidades en $27 por unidad. La ecuacién de oferta
para ese bien es 6p = x + 48.

a) Determine la ecuacién de demanda para el bien, supon-
ga que es lineal.

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

¢) Determine el precio y la cantidad de equilibrio, si se co-
bra un impuesto de $3.40 por unidad del bien. ;Cudl es
el aumento en el precio y cudl la disminucién en la can-
tidad demandada?

d) (Qué subsidio por unidad aumentard la demanda en 24
unidades?

e) (Qué impuesto aditivo por unidad debe cobrarse en el
bien, de modo que el precio de equilibrio por unidad au-
mente en $1.08?

16. (Equilibrio de mercado) A un precio de $2400, la oferta
de cierto bien es de 120 unidades; mientras que su deman-
da es 560 unidades. Si el precio aumenta a $2700 por uni-
dad, la oferta y la demanda serdn de 160 y 380 unidades,
respectivamente.

a) Determine las ecuaciones de demanda y oferta, supo-
niendo que son lineales.

b) Determine el precio y la cantidad de equilibrio.

¢) Si se cobra un impuesto al bien de $110 por unidad,
(cudles son los nuevos precio y cantidad de equilibrio?
(Cudl es el aumento en el precio y la disminucién en la
cantidad?

d) (Qué subsidio por unidad disminuird el precio de mer-
cado en $15?

(17-18) (Demanda insuficiente) Resuelva las siguientes ecua-
ciones de oferta y demanda. Explique en dénde estaria el equi-
librio del mercado.

17. S 18. S: 2p—3x=38
D: 3p+4x=12 D: 3p+6x=9

p=x-+5

19. (Equilibrio de mercado) Para cierto producto, si el precio
es $4 por unidad, los consumidores comprardn 10,000 uni-
dades mensuales. Si el precio es $5 por unidad, los consu-
midores comprardn 9000 unidades mensuales.

a) Suponiendo que la curva de la demanda es un linea rec-
ta, determine su ecuacion.

b) La ecuacién de oferta para este producto es

q .
24— =g =
3 (2000> si 0 = ¢ = 6000

p=

q .
+ (== s =
( 5000 ) s1 6000 = ¢

Determine el punto de equilibrio y la cantidad total gas-
tada por los consumidores en este producto en el precio
de equilibrio.

20. (Muiltiples puntos de equilibrio del mercado) Un provee-
dor monopolizador de cierto bien estd contento con sumi-
nistrar una cantidad suficiente para garantizar un ingreso
constante. Asi, la relacion de la oferta tiene la forma
xp = constante. Si la relacién de la oferta es xp = 3 y lare-
lacién de demanda es x + p = 4, encuentre los puntos de
equilibrio del mercado.

21. (Multiples puntos de equilibrio del mercado) En el ejerci-
cio anterior encuentre los puntos de equilibrio del mercado
para la relacion de oferta xp = 5 y la relacién de demanda
3x + 4p = 30.

22. (Muiltiples puntos de equilibrio del mercado) Para un bien
en particular la relacién de la oferta es

6p si0=p<1

I8 o=

y la relacién de la demanda es x + 2p = 7. Determine los
puntos de equilibrio del mercado.

*23. (Estabilidad del mercado) Un punto de equilibrio del mer-
cado es estable si, cuando el precio del mercado se mueve
ligeramente de su valor de equilibrio, existe una tendencia
para que el precio se dirija de regreso hacia el equilibrio.
Sea p, el precio de equilibrio. Supéngase que para p > p,
la cantidad suministrada, x, excede a la cantidad demanda-
da, x,,. Entonces habra una tendencia a que el precio caiga.
Esto es el mercado serd estable bajo aumento de precios si
x, > x,, siempre que p > p,. De manera andloga, si x, < x,,
siempre que p < p,, el mercado estard estable bajo dismi-
nucién de precios. Demuestre que todos los puntos de
equilibrio del mercado en los ejercicios 9 a 14 son estables.
Discuta la estabilidad de cada uno de los puntos de equili-
brio miiltiples de los ejercicios 20 a 22.
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B ::r-50 DEL CAPITULO 4

Términos, simbolos y conceptos importantes

4.1 Plano cartesiano o plano xy, ejes de coordenadas, eje x, eje
y, origen.
Coordenadas cartesianas, abscisa o coordenada x, ordena-
da o coordenada y.
Primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes.
Griéfica de una ecuacion.

4.2 Elevacion y desplazamiento (recorrido) de P a Q. Pendien-
te de una recta.
Férmula punto pendiente. Férmula pendiente ordenada al
origen. Ecuacion lineal general.
Rectas horizontal y vertical.
Rectas paralelas y perpendiculares.
Graficacion de una ecuacidn lineal utilizando las intercep-
ciones o usando un punto y la pendiente.

4.3 Modelo lineal de costos, costos fijos, costos variables.
Depreciacion lineal. Tasa de sustitucion.
Ley de la demanda, curva de demanda. Ley de la oferta,
curva de oferta.

4.4 Sistema de ecuaciones lineales. Solucién de un sistema de
ecuaciones.

Meétodo de sustitucion. Método de la suma.
Interpretacién geométrica de un sistema y su solucion.

4.5 Punto de equilibrio.
Equilibrio del mercado, precio y cantidad de equilibrio.
Impuesto a las ventas, subsidio.

Formulas

La férmula de distancia: d = V(x, — x)> + (v, — y,)?

Pendiente de una recta: m = BN
25 =4

Férmula punto pendiente: y — y, = m(x — x,)
Férmula pendiente ordenada al origen: y = mx + b
Recta horizontal: y = b. Recta vertical: x = a
Ecuaciodn lineal general: Ax + By + C =0

Rectas paralelas: m;, = m,

Rectas perpendiculares: m, - m, = —1

I PROBLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 4

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las pro-
posiciones siguientes. Cada enunciado falso cdmbielo por
una proposicion verdadera correspondiente.

a) Cada punto en el eje x tiene abscisaigual a cero.
b) Cada punto en el eje y tiene coordenada y igual a cero.

¢) Siun punto estd en el tercer cuadrante, entonces x = 0
yy=0.

d) Una recta horizontal tiene pendiente igual a cero.

e) La pendiente de la recta que pasa por los dos puntos (x,,

Y
)y (x,, y,) tiene pendiente m = x2 para cuales-
2

—
)
quiera valores x,, X,, y;, ¥,-
) Laecuacién y = k, con k una constante representa una
recta vertical.

g) La distancia del punto (a, b) al origen (0, 0) estd dada
por a® + b?.

h) Six -y <0, entonces el punto (x, y) estd en el segundo
o tercer cuadrante.
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i) Six-y > 0, entonces el punto (x, y) estd en el primero
o tercer cuadrante.

J) Si una recta asciende cuando avanza de izquierda ade-
recha, entonces la pendiente de la recta es positiva.

k) La ecuacién de cualquier recta vertical es de la forma
x = k, con k una constante.

) Si el costo variable por unidad por producir cierto ar-
ticulo es constante, entonces el articulo sigue un mo-
delo de costo lineal.

m) La ecuaciéon Ax + By + C = 0 representa una linea
recta para cualesquiera valores de A, By C.

(2-12) Determine una ecuacion para la recta que cumple con-
las condiciones dadas.

2. Pasa por los puntos (1, 1) y (=5, 10)
3. Pasa por los puntos (7, 3) y (5, 4)
4. Pasa por los puntos (2, 0) y (0, —7)

5. Pasa por los puntos (3, 0) y (5, 0)



e 0 &

12.

13.

14.

. Pasa por los puntos (0, 0) y (7, 6)

. Pasa por los punto (0, 6) y tiene pendiente 3

. Pasa por el punto (=2, 3) y tiene pendiente%

. Pasa por el punto (—2, 5) y tiene pendiente O

. Pasa por el punto (—3, 8) y su pendiente no esta definida.

11.

Pasa por el punto de interseccion de las rectas x — 2y —
6 =0y 3x — 5y — 8 =0y es paralela a la recta x —3y +
1=0

Pasa por el punto de interseccién de las rectas 3x + 4y
—10=0y 7x + 9y —12 = O y es perpendicular a la recta
2x+ 5y +10=0

Determine las coordenadas de las intersecciones de la rec-
ta 7x —2y + 42 = 0 con los ejes de coordenadas.

Determine las intersecciones con los ejes de coordenadas
de la recta que pasa por (2, —1) y es perpendicular a la rec-
taSx +2y —=5=0

(15-30) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

x —2y =6;3x =5y =8
8D g W
573 2,2+ 3 14
3,5_313 5_4
x y 14°2x 3y 84
3a—b=1,a+2b=5

2x +3y=—-1;2x+y=5
3p+qg=4;12p + 49 =10
6x +15y =3;2x + 5y =1

22. 2x — S5y = 12; 6x — 15y = 24
23.
2u + 3v — 8w = —47
ut+tv+w=3
Su+2v+w=4
*24,
2p —3q —2r=1
Sp+6g+r=1
—17p +3q + 6r=1
25.
2 2
2.3 2_,
X y z
5,6 1
o +—=1
xX 'y z
=17 3 6
++—==1
X y z
. 1 1
(Sugerencia: Haga p =pd=yr= =)

26.
Sx + 3y +2z=11
—3x +2y —T7z= —26
8&x—y+z=3
1 1 1
#¥7], —— —=—xy =
x x 677 6

*28. 2x + 3y = 4; 6xy = —21

2 5 7
#29.2u +3v=3;—— — = ——
u v 3

*30. pg = 3; 14p — 6g = —9

(31-50)

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

(Distribucion de materia prima) Una empresa fabrica sillas
y mesas, para cada silla utiliza 2 tablones de caoba y para
cada mesa 5 tablones de caoba. Si se disponen de 400 ta-
blones de caoba en la bodega, encuentre una relacion entre
el nimero de sillas y mesas que pueden fabricarse si se uti-
lizan todos los tablones de caoba.

(Modelo lineal de costo) Jonathan Chdvez produce jugue-
tes diddcticos, para la fabricacién de estos juguetes tiene
costos fijos mensuales de $2000 y el costo de producir ca-
da unidad es $25. Determine una ecuacién que relacione
los costos. (Cudl es el costo de producir 200 juguetes?

(Inversiones) Ana Jimena recibié $2800 por concepto de
intereses por dos inversiones, con la primera gandé 5% y
con la segunda 6%. Si este afio las tasas de interés se cam-
bian y los ingresos serdn de $2700, ;cudl es el monto de
cada inversién?

(Mezcla de nueces) Verénica Pérez mezcl6 10 kilogramos
de nueces con 20 kilogramos de pistaches para obtener una
mezcla de 30 kg con un valor de $420. Después elabor6
otra mezcla de 23 kilogramos con un valor de total de
$300, ésta la obtuvo mezclando 15 kilogramos de nueces
con 8 kilogramos de pistaches. ;Cual es el precio por kilo-
gramo de las nueces y de los pistaches?

(Modelo lineal de costo) Francisco Gonzédlez en su nego-
cio tiene costos fijos de $2500 y costos variables de $20
por unidad. Determine una ecuacién que relacione los cos-
tos con la produccién. ;Cudl es el costo de producir 150
unidades?

(Modelo lineal de costo) Christian Jiménez determina que
si produce 100 articulos el costo total es de $500, mientras
que si produce 150 articulos el costo total es de $600. Si
supone que el modelo de costo-produccion es lineal, deter-
mine el costo fijo y los costos variables. ;Cudl serd el cos-
to de producir 200 articulos?

(Inversiones) Paloma Veroénica tiene dos inversiones en la pri-
mera obtiene una tasa de interés de 6%, en la segunda la ta-
sa es de 8% y el total de intereses que obtuvo por las dos
inversiones fue $220. Si el monto que invirtié en la prime-
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

4.

45.

ra fue el doble de lo que invirti6 en la segunda, ;cudnto in-
virtié en cada una de ellas?

(Decisiones sobre fabricacion) Gustavo Maldonado fabrica
relojes los entrega en un estuche de madera. Cada estuche
lo compra en $5. El estd considerando fabricarlos estuches
con costos fijos de $2500 al afio y un costo variable de
$2.50 por estuche. ;Cudntos estuches debe requerir Gusta-
vo al aflo para justificar que éllos produzca?

(Mezclas) Atenea Acosta, profesora de quimica, en el la-
boratorio tiene dos soluciones de 4cido sulfirico una al
10% y otra al 5%. ;Cuantos litros de cada solucion debe
mezclar para obtener una solucién de dcido al 8%?

(Mezclas) En su dulceria Gustavo Olivas vende caramelos y
chocolates. Los caramelos los vende a $0.50 cada 100 gra-
mos y los chocolates a $0.80 los 100 gramos. Si Gustavo
hara 30 bolsitas, con una mezcla de chocolates y caramelos,
cada una con 100 gramos, ;cudntos gramos de chocolates y
cudntos gramos de caramelos debe mezclar para que el cos-
to de la mezcla sea de $0.70 por cada 100 gramos?

(Punto de equilibrio) Aurea y Manuel Ortufio determinan

que el punto de equilibrio del mercado para su producto

ocurre cuando el volumen de ventas alcanza $70,000. Los

costos fijos son $30,000 y cada unidad se vende en $140.

Determine el costo variable por unidad.

(Punto de equilibrio, ingresos y pérdidas) Carolina Leticia

vende collares en $9 cada uno, y vende todos los que pue-

da producir. Si los costos fijos al afio son $4500 y los cos-

tos variables son $6 por collar.

a) (Cuantos collares debe producir y vender Carolina Le-
ticia para que llegue al equilibrio?

b) Determine elingreso total recibido por la venta de colla-
res en el punto de equilibrio.

¢) (Cuantos collares debe producir y vender para tener
una ganancia de $30,000?

d) (Cudantos collares debe producir y vender para tener
una pérdida de $900?

(Punto de equilibrio del mercado) Si las leyes de la deman-

da y la oferta de un producto son las siguientes:

D:p =30 — 2x

SSp=5x+2
determine el precio de equilibrio y la cantidad de equili-
brio.

(Punto de equilibrio del mercado) Una compaiiia que pro-
duce fésforos vende sus cajas de cerillas a $0.50 cada una.
Si x es el nimero de cajas producidas a la semana (en mi-
les), entonces Samantha Omaiia, la administradora, sabe
que los costos de produccidn estan dados por

ye = 20x* + 240x + 800

Determine el nivel de produccién en el que la compaiifa
llega al punto de equilibrio.

(Utilidades y pérdidas) Con respecto al problema anterior,

170 CAPITULO 4 LINEAS RECTAS

46.

47.

48.

49.

50.

a) Determine el nivel de produccién para obtener una ga-
nancia de $6080 semanales.

b) Si en una semana se tienen pérdidas por $45, ;cudl fue
el nivel de produccién?

(Impuesto y punto de equilibrio del mercado) La ley de la
demanda para cierto articulo es 20 + 8x = 1600 y la ley de
la oferta es 3x — 4p = 140.

a) Determine el precio y la cantidad de equilibrio.

b) Determine el precio y la cantidad de equilibrio después
de que se ha fijado un impuesto de $4 por unidad.

¢) Determine el incremento en el precio y la disminucion
en la cantidad demandada.

(Inversiones) Gerardo Villasefior invierte un total de
$10,000 en papel comercial, bonos y depésito a plazo fijo,
que le producen intereses a tasas de interés de 6%, 5% y
8%, respectivamente. Si el total que recibe por los intere-
ses es $660 y recibe la misma cantidad de intereses por las
inversiones en bonos y papel comercial, determine la can-
tidad que invirtié Gerardo en cada tipo de inversién.

(Decisiones sobre produccion) Para la produccién mensual
de mochilas para viaje, Blanca Azucena puede hacerlo fa-
bricdndolas por completo en su taller, o bien encargar par-
te del proceso a una empresa y realizar la terminacién en
su taller. El costo de producir x unidades por el primer mé-
todo es (8x + 3500) ddlares, mientras que por el segundo
método cuestan (13x + 700) d6lares. Blanca Azucena pue-
de vender todas las mochilas que produzca a $25 cada una.
(Cudl método de produccion deberd utilizar si las ventas
proyectadas en un mes son de:

a) 200 mochilas?
b) 400 mochilas?
¢) 800 mochilas?

(Relacién de demanda) Un stbito aumento en el costo de
la plata obligé a una compafifa fabricante de rollos fotogra-
ficos a incrementar el precio del rollo para 20 exposiciones
de $2.25 a $2.50. Como resultado de esta decision, las ven-
tas mensuales cayeron de 3 a 2.6 millones de rollos.

a) Determine la relacion lineal (en la forma pendiente-or-
denada al origen) que describa el precio p en ddlares en
términos de las ventas mensuales x expresadas en mi-
llones de rollos.

b) Suponiendo que la relacién lineal deducida se sigue
cumpliendo, ;qué hubiese sucedido con las ventas si la
compaiifa baja su precio a $2.00 por rollo?

(Decisiones sobre fabricacion o maquilacion) Camas El
Suerio Tranquilo compra las cabeceras para la cama al pre-
cio de $250 cada una. Cecilio Shamar, el administrador, es-
t4 considerando fabricar sus propias cabeceras con costos
fijos de $50,000 al afio y un costo variable de $130 por ca-
da cabecera. ;Cuantas cabeceras debe requerir al afio para
justificar su fabricacién por la empresa misma?



CASO DE ESTUDIO

EL PROBLEMA DE LA SENORA BENITEZ

Recordemos las opciones que tenia la sefiora Benitez para ele-
gir su pago mensual:

1. Sueldo base mensual de $4000 més 4% de comisién sobre-
las ventas realizadas en el mes.

2. Sueldo mensual de $2500 méas 5% de comisidn sobre las
ventas realizadas durante el mes.

3. Sueldo base mensual de $4500 més 2.6% de comisién
sobre las ventas realizadas en el mes.

4. Comision de 6% sobre las ventas realizadas durante el mes.
Cada paquete de cémputo tiene un valor de $6,000.

El pago del mes, para cada una de las opciones estd dado
por:
Pago del mes = sueldo base + (6000) X (nimero de paquetes

vendidos) X (porcentaje de la comision)

Note que en el caso de la dltima opcidn, el sueldo base es
cero. Si representamos por x a la cantidad de paquetes de
computo que vende, entonces vemos que el pago para cada
una de las opciones puede escribirse como:

P,(x) = 4000 + (6000x) (0.04)

P,(x) = 2500 + (6000x) (0.05)

P,(x) = 4500 + (6000x) (0.026) y

P,(x) = 0 + (6000x) (0.06)

o bien,

Pl(x) = 4000 + 240x

P2(x) = 2500 + 300x

P3(x) = 4500 + 156xy

P4(x) = 360x

Es interesante comparar las anteriores con la ecuacion:
y=mx+b

que es la ecuacion de una recta en la forma pendiente ordena-
da al origen. Ademds, note que la ordenada al origen, b, no es
otra cosa que el sueldo base; mientras que la pendiente, m, es
lo que recibe la sefiora Benitez por cada paquete de cémputo
que vende.

Ahora bien, para decidir cudl de ellas es la mejor opcidn, utili-
zando las técnicas vistas en este capitulo, grafiquemos las cua-
tro rectas de pago mensual. Al hacerlo en el mismo sistema de
coordenadas, obtenemos lo siguiente:

Pago a la sefiora Benitez en cada opcién

18000
16000 [+ : ;
1400 [rrovsvssssss gy
12000 |-

2
©
=
2 10000 [+ S o, A |
Q
S 8000 L]
& 6000 | ‘ Opcién 1
e — - — — Opcion 2
4000 [ e T S B +  Opcion 3
2000 [ : - *:* Opcion 4
ol L L i i
0 10 20 30 40 50

Numero de equipos vendidos

La figura anterior nos indica que la decision de la sefiora
Benitez dependerd del nimero de equipos de cémputo que espe-
ra vender cada mes; con base en la figura y calculando los pun-
tos de interseccién podemos construir una “tabla de decision”.
Recuerde que en realidad sélo estamos interesados en los valo-
res enteros de la variable x (niimero de paquetes vendidos).

Niimero de paquetes

que espera vender Mejor opcién

De 0 a 5 paquetes 3

De 6 a 24 paquetes 1

25 paquetes 1y 2, en ambas recibiria

$10,000, como pago mensual.

26 a 41 paquetes paquetes 2

Mais de 41 paquetes paquetes 4

Por tanto, dependiendo de las expectativas de venta que
tenga la sefiora Benitez, serd la decision que debe tomar.

Construya una tabla similar a la anterior para cada una de
las variantes del problema original.

1. En la opcién 4, el porcentaje es del 7%.

2. El porcentaje en la opcién 3 baja al 2%.

3. El precio de cada paquete de cémputo es de $8,000.
4

. El precio de cada paquete de cémputo es de $4,000 y que
no se pueden vender mds de 50 en un mes.

5. No existe la opcién 1.
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CAPIiTULO

Funciones y sus graficas

(Cuando recolectar peces?

“Un dibujo dice mas que mil palabras” reza un dicho po-
pular. Y en matematicas se podria decir “Una grafica dice
mads que mil palabras” y, en efecto, en muchas ocasiones
puede obtenerse valiosa informacién de las graficas. Por
ejemplo, observe la siguiente grafica que representa el ni-
mero de peces en un piscicultivo durante un periodo de 50
meses.

Numero de peces en el piscicultivo

20,000
17,500 +
15,000 1
12,500 +
10,000 |
7,500
5,000 +
2,500 +
0 — T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Mes (1)

N()

La grafica nos “dice” que al inicio habia 2500 pe-
ces, y que el nimero de éstos al principio aumentaba ra-
pidamente y aunque seguian creciendo en nimero, este
aumento de la poblacién de peces era cada vez mas lento.
También se puede ver que a largo plazo el nimero de pe-
ces parece acercarse a 20,000. Al final del capitulo aparece
la tabla de valores que se utilizé para crear esta gréfica.

Si el responsable de la “granja” de peces tiene que
decidir el mes mas adecuado para recolectar 2500 peces de
esta granja, cudl es el mes en que se debe realizar la re-
coleccion? El mejor mes para hacer la recoleccion es
aquél en el que sea menor el tiempo necesario para que se
recupere el nimero de peces que se retiren. Ademads de la
gréfica, tome como referencia la tabla de valores que se
encuentra la final del capitulo, pero antes de consultarla
trate de dar una respuesta tinicamente con base en la gra-
fica.

TEMARIO 5-1 FUNCIONES

5-2 FUNCIONES CUADRATICAS Y PARABOLAS .
5-3 MAS FUNCIONES ELEMENTALES Y SUS GRAFICAS
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B 5-1 FUNCIONES

@ 1. ;Lo siguiente define una
funcién?

a) La regla que asigna a cada
persona el nimero de sus hijos
e hijas;

b) la regla que asigna a cada
persona los nombres de sus hijos
o hijas;

¢) la regla que asigna a cada
persona el nombre de su
primogénito;

d) un diccionario francés-inglés.

Respuesta a) Si; b) no; c) si;
d) no (por lo comtin mds de una
palabra en inglés corresponde a

cada palabra en francés).

El concepto de funcién es una de las ideas fundamentales en matematicas. Casi
cualquier estudio que se refiera a la aplicacion de las matemadticas a problemas practi-
cos, o que requiera el andlisis de datos empiricos, emplea este concepto matema-
tico.

Una funcién expresa la idea de que una cantidad depende o estd determinada
por otra. Los ejemplos siguientes aclaran esta idea:

1. El 4rea de un circulo depende de la longitud de su radio; si se conoce la longitud
del radio, podemos determinar el drea. Decimos que el drea es una funcién del
radio.

2. El costo semanal de producir cualquier articulo depende del nimero de articulos
producidos. Decimos que el costo es una funcién del nimero de articulos.

3. Las prestaciones otorgadas por el sistema de seguridad social de un pais depen-
de de su tasa de desempleo.

4. La cantidad de cierto articulo que el fabricante ofrecerd depende del precio que
pueda lograr. La cantidad es una funcion del precio.

Empezaremos dando la definicién formal de una funcién.

DEFINICION Sean X y Y dos conjuntos no vacios. Una funcién de X en Y es una
regla que se asigna a cada elemento x € X una Unica y € Y. Si una funcidn asigna
yaunx € X particular, decimos que y es el valor de la funcién en x.

Por lo general, una funcién se denota por letras como f, g, F o G.

Denotemos con f una funcién determinada. El conjunto X para el cual f asig-
na una Unica y € Y se denomina el dominio de la funcién f. A menudo se indica me-
diante D,. El conjunto de valores correspondiente y € Y se conoce como el rango
de la funci6n y por lo regular se denota por R,.

EJEMPLO 1

a) Sea X el conjunto de estudiantes en una clase. Sea fla regla que asigna a
cada estudiante su calificacion final. Dado que cada estudiante tiene una sola califica-
cion final, esta regla define una funcion. En este caso, el dominio es el conjunto de
todos los estudiantes en la clase y el rango es el conjunto de todas las calificaciones
concedidas. (Por ejemplo, R, podria ser el conjunto {A, B, C, D F }).

b) El valor de los activos de una empresa es una funcién del tiempo. Aqui el
dominio es el conjunto de valores del tiempo, y el rango de la funcién es el conjun-
to de valores de los activos (digamos en ddlares). @ 1

Si una funcién f asigna un valor y en el rango a cierta x en el dominio, escri-
bimos

y=fx)
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@ 2. Sif(x) = (x + 1)7!, evalde
S, fO)yf(=1)

Respuesta f(1) = 0.5, f(0) = 1

y f(—1) no existe.

Leemos f(x) como “fde x”’; se denomina el valor de f en x. Observe que f(x) no es
el producto de [y x.

Si una funcién f se expresa por una relacién del tipo y = f(x), entonces x se
denomina la variable independiente o argumento de fy y se conoce como la va-
riable dependiente.

En general, encontraremos funciones que se expresan estableciendo el valor de
la funcién por medio de una férmula algebraica en términos de la variable indepen-
diente de que se trate. Por ejemplo, f(x) = 5x> — Tx + 2y g(p) =2p°> + 7/(p + 1).

EJEMPLO 2 Dada f(x) = 2x*> — 5x + 1, calcule el valor de f cuando x = a, x = 3,
x = —2yx = —y; es decir, determine f (a), f (3), f(—2) y f (— ).

Solucién Tenemos que

fx)=2x*—5x+1 (D
Con objeto de calcular f(a), reemplazamos a x por a en la ecuacién (1).

f(a) =2a*>—5a + 1
Para evaluar f(3), sustituimos 3 en lugar de x en ambos lados de la ecuacién (1).

f3)=232>-5B3)+1=18-15+1=4
De manera similar,
f(=2)=2(=22=5-2)+1=19
y también
JED=2AmP =S+ 1= w2

EJEMPLO 3 Dada g(x) = 3x* — 2x + 5, evalde: (a) g(1 + h); (b) g(1) + g(h);
(o) [gtx + h) — g(0)]/h.
Solucion Tenemos
g)=3x>—2x+5 2)
a) Con el propésito de evaluar g(1 + &), debemos sustituir x en la ecuacion
(2)por 1 + h.
gl +hn=30+h?>-20+h)+5
=301+2h+h)—2—-2h+5
=3 +4h + 6

b) Reemplazando x por 1 y h, respectivamente, en la ecuacion (2) obtenemos

gH)=31>»—-2(1)+5=3-2+5=6
y asimismo

g(h) =32 —2h +5
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@ 3. Sif(x) = |x|, evalde

Ja +n —f)

Respuesta 1sih=—1,h # 0;

Por tanto,
gy +gth)y=6+3n—2h+5=3n—-2h+ 11

¢) Reemplazando el argumento x en la ecuacién (2) por x + h, tenemos las
siguientes igualdades:

gx+h=3x+h?-2x+h+5
=302+ 2xh+h) —2x—2h+5
=3x24+2x — 5+ h(Bh + 6x — 2)

En consecuencia,

%{g(x + 1) — g()]

=%[3x2—2x+5+h(3h+6x—2)—(3x2—2x+5)]
=3h+6x—2

La cantidad [g(x + h) — g(x)]/h para una funcién dada g hard evidente su impor-
tancia cuando estudiemos célculo en el capitulo 12. @ 3

EJEMPLO 4 Evalte F(0), F(1) y F(4) para la funcién F definida por

x—4

0=V
Soluciéon Primero reemplace x por 0:
0—4 —4
FO)= —— = —~ = —2V2
V2-0 V2

Después, reemplace x por 1:

-3
F(l)= —— = —= = —3
W= i
Por dltimo, reemplace x por 4:

4—4 0 .
F4) = = no definido.
W=~ V=

F(4) no existe; en otras palabras, 4 no estd en el dominio de F.

En gran parte de los casos considerados, los dominios y rangos de las funciones con
las cuales estaremos interesados son subconjuntos de los nimeros reales. En tales
casos, la funcién por lo regular se representa por su grdfica. La grafica de una fun-
cion f'se obtiene dibujando todos los puntos (x, ¥), en donde x pertenece al dominio
de fy y = f(x), manejando x y y como coordenadas cartesianas.
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EJEMPLO 5 Consideremos f(x) = 2 + 0.5x2. El dominio de fes el conjunto de to-
dos los nimeros reales, ya que podemos evaluar f(x) para cualquier valor real de x.
Algunos de los valores de esta funcion aparecen en la tabla 1, en la cual algunos
valores de x estdn listados en el renglon superior y los valores de y = f(x) estdn de-
bajo de los valores correspondientes de x. Los puntos correspondientes a los valo-
res de x y y se graficaron como puntos en la figura 1. La grafica de la funcién
f(x) = 2 + 0.5x? es una curva con forma de U que pasa por los puntos ya graficados.

TABLA 1
X 0 1 2 3 4 -1 -2 -3 —4
y=fx | 2 2.5 4 65 10 2.5 4 6.5 10

14

FIGURA 1

EJEMPLO 6 Los costos mensuales de un pequefio fabricante estan dados, en miles
de ddlares, por C = 10 + 2x, en donde x es el nimero de empleados. El costo pro-
medio por empleado estd dado por

10+2x 10
—=_-" 42
X X

f) =

Grafique la funcién fpara 1 = x = 10.

Solucion En este caso x debe ser un niimero entero positivo, de modo que D= {1,

2,3, ...}.Determinamos los valores que se muestran en la tabla 2.
TABLA 2
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fx) 12 7 533 45 4 3.67 343 325 311 3
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@ 4. Grafique las funciones
y=4+x—4x2yy=1x— 1 para
—4=x=4

Respuesta Utilizando la siguiente
tabla de valores obtenemos las gra-
ficas que se muestran abajo:

La grafica se muestra en la figura 2. Observe que la grifica consiste en puntos dis-
cretos, no en una curva continua. @ 4

y="f(x

X —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 i
| 5 10 X
y=d+x—te | -4 125 1 2754 475 5 475 4
FIGURA 2
y=1r-1 3 -25 -2 —-15-1 —-05 0 05 1

y=%xf1

Supdéngase que nos dan una curva en el plano xy. ;Cémo podemos decidir si
es o no la gréfica de alguna funcién y = f(x)?

Prueba de la linea vertical:

Cualquier curva dada (o conjunto de puntos) en el plano xy es la grafica de una
funcién (en la cual y es la variable dependiente) con tal de que cualquier linea
vertical corte a la grafica en a lo mas un punto.

Cualquier linea vertical corresponde a algun valor particular, digamos x = x,,
de la variable independiente, y el punto en que esta linea vertical corta la grafica de-
termina el valor de y que le corresponde a x,. Es decir, la grafica misma da la regla
que relaciona cada valor de x con algtin valor de y. Si la linea vertical x = x, no cor-
ta a la grafica en ninglin punto, esto significa que x, no pertenece al dominio.

Las graficas de la figura 3 representan funciones. [N6tese que en la parte ¢),
el dominio de la funcién es el conjunto de enteros {1, 2,3, 4, 5} de modo que la gra-
fica s6lo consta de cinco puntos en lugar de una curva].

¥

FIGURA 3
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@ 5. Con respecto a las gréficas Por otra parte, las grificas de la figura 4 no representan funciones. Estas no
de las figuras 6 ala 17 del capitulo  son funciones porque existen lineas verticales que cortan las graficas en mds de un
4. (Alguna de ellas no son la grdfi-  punto. Asf, al valor x = x,, en la primera grifica, le corresponden dos valores y, y y,
ca de una funcién? de y. En tal caso, el valor de x no determina un valor tinico de y. @& 5

'S4 4
l
| |
I
- T I |
l l |
I I I
! - ! ! -
5 £ “ o ~
I I I
I I I
______ | I I
Yo |
I
I
I
a) b)
FIGURA 4

En la grafica de una funcion, los valores a lo largo del eje x en que la gréfica
estd definida constituyen el dominio de la funcién. En forma andloga, los valores a
lo largo del eje y en que la grafica tiene puntos constituyen el rango de la funcién.
Esto se ilustra en la figura 5. Aqui tenemos que

Df={x|—25x53} y Rf={y|0SySZ}

FIGURA 5

A menudo el dominio de una funcién no se establece de manera explicita. En
de las figuras 11 y 15 no son. tales casos, se sobreentiende que esel 'conjunto de todos los valor.es del arggmento
Todas las demds son graficas de para los cuales la regla dada tiene sentido. En el caso de una funcién f definida por
funciones. una expresion algebraica, el dominio de f es el conjunto de todos los nimeros rea-

Respuesta Las rectas verticales
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@ 6. ;Cuil es el dominio de cada
una de las funciones

a)y=(x -2
b)y=Vx—2?

Respuesta a) Todos los nimeros
reales
b) {x|x =2}

les x para los cuales f(x) es un nimero real bien definido. Por ejemplo, el dominio
de la funcién f(x) = Vixesel conjunto de los nimeros reales no negativos, dado que
la raiz cuadrada solo tiene sentido si x = 0. De manera similar, en el caso de la fun-
cién g(x) = x?/(x — 3), el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales ex-
cepto x = 3, puesto que cuando x = 3 el denominador se hace cero y g(3) no esta
definido.

En general, al determinar el dominio de una funcién debemos tener en mente
estas dos condiciones: cualquier expresion dentro de una raiz cuadrada no puede
ser negativa y el denominador de cualquier fraccion no puede ser cero. (Mas gene-
ralmente, cualquier expresion dentro de un radical con indice par tal comoV oV
no puede ser negativa).

EJEMPLO 7 Determine el dominio de g, en donde

_x+3
g Y—2

Solucién Es claro que, g(x) no es un nimero real bien definido si x = 2. Para cual-
quier otro valor de x, g(x) es un nimero real bien definido. En consecuencia, el do-
minio de g es el conjunto de todos los reales excepto 2.

EJEMPLO 8 Encuentre el dominio de fsi f(x) = Vx — 4
Soluciéon El dominio de fes el conjunto de todos los valores para los cuales la ex-
presion dentro del radical no es negativa. Esto es,

x—4=0 o x=4

Six <4, f(x) no es un nimero real, dado que la cantidad a la que se extrae raiz cua-
drada, x — 4, es negativa. La gréfica de f se aprecia en la figura 6, en la que se han
graficado algunos puntos. @ 6

o |

FIGURA 6

EJEMPLO 9 Determine el dominio de 4, en donde

X
) = V=1

Solucién Aqui el radical sélo esté definido para x = 1. Pero el denominador es ce-
ro six = 1 o bien x = 2, de modo que estos dos puntos deben excluirse del dominio

SECCION 5-1 FUNCIONES 179



@ 7. ;En cada caso, cudl es el

dominio?
_ Vx—1
@y = (x+2)
V1—x
by="+2

Respuesta  a) {x|x2 1}
b) {x|x$ I, x # —2}

@ 8. ;Cuil es el dominio de la
funcién del ejemplo 10?

Respuesta Matemdticamente, esta
funcién estd definida para toda x.
En la practica, el dominio estaria
limitado al intervalo 0 = x = 2

Por tanto

D,=lklx>1,x#2 @7

En problemas practicos, con frecuencia es necesario construir una funcién al-
gebraica a partir de cierta informacién verbal.

EJEMPLO 10 (Costo de instalacion de una linea telefonica) Una linea telefénica
debe tenderse entre dos pueblos situados en orillas opuestas de un rio en puntos A y
B. El ancho del rio es de 1 kilémetro y B estd situado 2 kilémetros rio abajo de A.
Tiene un costo de ¢ ddlares por kilometro tender la linea por tierra y 2¢ délares por
kilémetro bajo el agua. La linea telefénica debera seguir la orilla del rio empezan-
do en A una distancia x (en kilémetros), y luego cruzar el rio diagonalmente en li-
nea recta hacia B. Determine el costo total de la linea como funcién de x.

Solucién La figura 7 ilustra este problema. La linea telefénica se extiende de A a
C, una distancia x a lo largo de la orilla y luego diagonalmente de C a B. El costo
del segmento AC es cx mientras que el costo de CB es 2¢(CB). El costo total (Ilamé-
mosle y) estd dado por

y = cx + 2¢(CB)

B
[ ]
A /1
i
s |
1 km /S
/ |
/ |
A / |
*————- -0
A X C D
2 km
FIGURA 7

Con el propésito de terminar el problema, debemos expresar CB en términos de x.
Aplicamos el teorema de Pitdgoras al tridngulo BCD.

BC? = BD? + CD?
Pero BD = 1 (el ancho del rio) y
CD=AD—-AC=2—x
Por tanto,
BC?=12+Q2—-x?=1+U@U—-4x+xD)=x>—4x+5
En consecuencia, el costo estd dado por

y=cx+2cVx2—4x+5

Esta es la expresion requerida, que da y como funcién de x. @ 8
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@ 9. Para enviar un paquete des-
de Vancouver a Parfs, Francia, un
servicio de correo cobra $50 por
paquetes que pesen hasta 2 kilogra-
mos y $10 por cada kilogramo o
fraccién adicional. Grafique la fun-
cién que expresa el costo de enviar
un paquete de peso x kilogramos
para x = 8.

Respuesta

150
100f----==ccmeaan O — -

50 p—e

En los ejemplos anteriores, hemos estado interesados en funciones que estan
definidas por una sola expresion algebraica para todos los valores de la variable
independiente. Algunas veces sucede que debemos usar funciones que estan defini-
das por mas de una expresion.

EJEMPLO 11 (Funcion de costo de la electricidad) La electricidad se cobra a los
consumidores a una tarifa de 10¢ por unidad para las primeras 50 unidades y a 3¢
por unidad para cantidades que excedan las 50 unidades. Determine la funcién c(x)
que da el costo de usar x unidades de electricidad.

Solucién Si x = 50, cada unidad tiene un costo de 10¢, de modo que el costo to-
tal de x unidades es de 10x centavos. Asi que, c(x) = 10x para x = 50. Cuando x =
50, obtenemos ¢(50) = 500; el costo de las primeras 50 unidades es igual a 500¢.
Si x > 50, el costo total es igual al de las primeras 50 unidades (esto es, 500¢) mas
el costo del resto de las unidades usadas. El nimero de estas unidades que sobrepa-
san a 50 es x — 50, y cuestan 3¢ cada una, por lo que su costo es de 3(x — 50) cen-
tavos. Asi que la tarifa total cuando x > 50 es

c(x) = 500 + 3(x — 50) = 500 + 3x — 150 = 350 + 3x

Podemos escribir ¢(x) en la forma

o(x) = 10x six =50
350 +3x six>50

La grifica de y = c(x) se aprecia en la figura 8. Obsérvese como cambia la natura-
leza de la grafica en x = 50, en donde una férmula toma el lugar de la otra. @ 9

1000

500

FIGURA 8

EJEMPLO 12 Considere la funcién f definida por

4 —x si0=x=4

f(x):{\/x—4 six>4

El dominio de esta funcién es el conjunto de todos los niimeros reales no negativos.
En el caso de que 0 = x = 4, la funcidén estd definida por la expresion algebraica
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@ 10. Grafique la funcién f, en
donde

1 .
_axt4 six <2
J) {8—x six=2

Respuesta

2 246'3\')(

f(x) =4 — x, mientras que si x > 4, estd definida por la expresion f(x) = Vx — 4.
Algunos valores de f(x) se dan en la tabla 3 y la gréifica de esta funcién aparece en
la figura 9. Consta de dos segmentos: si x estd entre 0 y 4, la gréifica estd formada
por el segmento de linea recta con ecuaciéony =4 — x. @ 10

TABLA 3

FIGURA 9

En estos ejemplos, la funcién considerada estd definida por dos expresiones
algebraicas. Algunas veces es necesario considerar funciones definidas por tres o
mas expresiones diferentes. (Por ejemplo, véase el ejercicio 50).

Concluimos esta seccién estudiando algunas funciones simples. Una funcién
de la forma

f@x)=b

en donde b es una constante, se denomina funcién constante. (Véase la figura 10).
Ya hemos encontrado tales funciones en la seccion 4-2. La gréfica de f'es una linea
recta paralela al eje x a una distancia | b | por encima o por debajo del eje x depen-
diendo de que b sea positivo o negativo. En este caso,

D, = el conjunto de todos los nimeros reales 'y R, = {b}

AY
fx) = b
b
= 0 K
\j
FIGURA 10
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Una funcién f definida por la relacién
Jf@=ax"+a_x"'+ - +ax+a, (a,#0)

cona, a, ..., a,constantes y 7 un entero no negativo, se dice que es una funcién
polinomial de grado n. Por ejemplo, las funciones f'y g definidas por

fOO=37=5x+2x—1 'y g@)=x+72—5c+3

son funciones polinomiales de grado 7 y 3, respectivamente.
Si el grado de una funcién polinomial es 1, la llamaremos funcién lineal. La
forma general de la funcién lineal esta dada por

fx)=mx+b (m+#0)

donde m y b son constantes. (Véase la figura 11). Como sabemos por lo expuesto en
la seccidn 4-2, la gréfica de una funcién lineal es una linea recta con pendiente m y
ordenada al origen b. Aqui D, es igual a R, que a su vez es igual al conjunto de to-
dos los nimeros reales.

. Ao

\
=)
<V

FIGURA 11

Si el grado de la funcién polinomial es 2, la denominaremos funcién cuadra-
tica. La funcién cuadratica general puede definirse por

gx) =ax* + bx + ¢ (a # 0)

en donde a, b y ¢ son constantes. Estudiaremos esta funcién con todo detalle en la
seccién siguiente.

En forma andloga, una funcién polinomial de grado 3 se conoce como fun-
cién cibica. Por ejemplo, la funcién definida por

JX) =23 —52+Tx+ 1

es una funcién cubica.
Si el grado de la funcién polinomial es cero, se reduce a una funcién constante.
Si una funcién puede expresarse como el cociente de dos funciones poli-
nomiales, se denomina funcién racional. Ejemplos de funciones racionales son

x2—=9 23 —Tx+ 1
y gk =—F—s——

2
f(x)_x—4 52— 2
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En general, cualquier funcién racional tiene la forma f(x) = p(x)/q(x), en donde
p(x) y g(x) son polinomios en x.

Si el valor f(x) de una funcién f se encuentra por medio de un nimero finito
de operaciones algebraicas, f se llama funcién algebraica. Las operaciones alge-
braicas son la adicidn, la sustraccidn, la multiplicacién, la division, la elevacién a
potencias y la extraccion de raices. Por ejemplo, las funciones f'y g definidas por

f) =

2x+ 1?2 -=-V2+1

son funciones algebraicas.

Aparte de las funciones algebraicas, existen otras funciones llamadas funcio-
nes trascendentes. Ejemplos de funciones trascendentes son las funciones logarit-
micas y las funciones exponenciales, que se expondrin en el capitulo 6.

y  glx) = 2x2 — 1)~V 4 5x3/4

o2+ 1)

I cjcRCiCIOs 5-1

L

2.

Dada f(x) = 3x + 2, calcule f(1), f(=2), f(x®) y f(x + h) 13. Dada
Dada f(x) = 5 — 2x, calcule f(3), f(—1), f(x) y f(x + h) fx) = 2x—3 six=5
6 — 3x six <5
. Dada f(r) = 5t + 7, calcule f(1), f(—3), f(c), f(A + )y o
F() + (o) encuentre cada uno de los siguientes valores:
a) f(0) b) f(7) o) f(=2)
. Dada f(x) = 3 — 4x, calcule f(a), f(a + 1)y f(a) + f(1)

d) fG+hyf(—h),conh>0

. Dada f(x) = x2, calcule f(3), f(—2), f(a), f(\/)_c) y 14. Dada
fx+h
4x + 3 si—2=x<0
. Dada f(x) = 3x> + 7, calcule f(c), f(c +h) y g =41+ §i0=x=2
fle+h) = f() 7 six>2

- Dada f(x) = 3, caleule f(1/%), f(:2), f(x + 2) y f(x + I) evaltie cada uno de los siguientes valores:
. Dada f(y) = 5, calcule f(1/y), fO?) f&o + 3), f(D y a) g(1) b) g(3) c) g(=1)
fo+h d) g(0) e) g(=3)

10.

11.

12.

. Dada f(x) = Vi, calcule f(4), f(x?) y f(a®> + h?)

Dada f(x) = Vx — 16, calcule f(25), f(0) y f(7)

Dada f(f) = 322 — 5t + 7, calcule £(0), £(1 /), f(c) + f(h)
yflc+h)

Dada f(u) = 2u? + 3u — 5, calcule f(0), f(1 /%), f(x + h)
yflx+h) — fx)
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*15.

*16.
17.
18.

) e2+hyg2—hsi2>h>0

SiF(H) =t/(1 + 1y G =t/(1 — 1), demuestre que F(?)
— G() = —2G(A)

Siy=f( = (x+ 1)/(x — 1), pruebe que x = f(y)
Sif(x) =2+ 1yg) = 2x — 1, calcule £[(2)]

Sif(x) = g(x) + h(x), g(x) = x* + 3y f(x) = x3, calcule
h(2)



(19-24) Evalde [f(x + h) — f(x)]/h en donde f(x) estd dada a

continuacion.

19. fx) =2x + 5

21. f(x) =7

23. f(x) =x>—3x+5
24, f(x) =32+ 5x — 2

20. f(x) =3x—7
22. f(x) = x*

(25-42) Determine el dominio de cada funcion.

25. f(x) = 2x + 3

x—1
27. h(x) = P
x+ 1
2. g0 = x2—=3x+2
x2—4
30. f(x) = P
u+2
31. F(u) = E—
33. Fy) = —V3y —2
1
34. g(t) = Va3
36. f(x) = Vx2 + 16

_J2x—=3
37. f(x)—{6_3x

4x + 3
38. f(x) =91+ 22
7
1
39. fry=9x—2
3x+5
(1
5—x
40. f(x) = 3 1
\x+5
(2x + 3
x—4
41. g(x) = 1
1—2x

26. f() =2 —3t+7

2p +3

8. D) =

32. Gt)=Vi—2
2
35. G(u) = N
six>>5

six <5

si—2=x<0
si0=x=2
six>2

six <3

six >3
six <2

six=2

six=1

six <1

5t—17 sit>3

2. Ft) = 1

-4 sit<3

(43-46) Trace las graficas de las siguientes funciones:

43.

4.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

1 six>0
fo = {2 six=0
)1 six <0
fo = {x six=0
o) = X six>1
) —x six <1
_Jx-—3 six<3
f<x)_{2x—6 six>3
(Funcion de costo) Una compafifa ha determinado que el

costo de producir x unidades de su producto por semana es-
t4 dado por:

C(x) = 5000 + 6x + 0.002x>
Evalte el costo de producir:
a) 1000 unidades por semana.
b) 2500 unidades por semana.
¢) Ninguna unidad.
(Funcion de costo) Para la funcién de costo
C(x) = 107 x3 — (3 X 1073)x2 + 36x + 2000
calcule el costo de producir:
a) 2000 unidades.
b) 500 unidades.

(Fisiologia) En una prueba para metabolismo de azicar en
la sangre, llevada a cabo en un intervalo de tiempo, la can-
tidad de azicar en la sangre era una funcién del tiempo ¢
(medido en horas) y dada por:

A() =39+ 02t —0.12
Encuentre la cantidad de azicar en la sangre:
a) Al principio de la prueba.
b) 1 hora después.
¢) 2 5 horas después de iniciada.

(Contaminacion atmosférica) El indice de contaminacién
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51.

52,

53.

54.

55.

56.

57.

atmosférica en cierta ciudad varia durante el dia de la si-
guiente manera:

2 + 4t si0=r<?2

6 + 2t si2=t<4
P =114 sid=t1r<12

50 — 3¢ sil2=tr<16

Aqui ¢ es el tiempo en horas, con t = 0 correspondiente a
6am.yt= 16 a 10 p.m. Haga la grafica de esta funcién.
(Cudles son los niveles de contaminacién a las 8 a.m., 12
del dia, 6 p.m. y 8 p.m.?

(Funcion de costo) Una empresa que fabrica radios tiene
costos fijos de $3000 y el costo de la mano de obra y del
material es de $15 por radio. Determine la funcién de cos-
to, es decir, el costo total como una funcién del nimero de
radios producidos. Si cada radio se vende por $25, encuen-
tre la funcién de ingresos y la funcién de utilidades.

(Funcion de ingresos) Un fabricante puede vender 300
unidades de su producto al mes a un costo de $20 por uni-
dad y 500 unidades a un costo de $15 por unidad. Exprese
la demanda del mercado x (el nimero de unidades que
pueden venderse al mes) como una funcién del precio por
unidad, suponiendo que es una funcién lineal. Exprese los
ingresos como:

a) Una funcién del precio
b) Una funcion de x

(Agricultura) Un granjero tiene 200 yardas de cerca para
delimitar un terreno rectangular. Exprese el drea A del te-
rreno como una funcién de la longitud de uno de sus lados.

(Geometria) Un rectdngulo esta inscrito en un circulo de
radio igual a 3 centimetros. Exprese el drea A del rectangu-
lo como una funcién de la longitud de uno de sus lados.

(Funcion de costo) Se construye una cisterna de modo que
su capacidad sea de 300 pies cubicos de agua. La cisterna
tiene como base un cuadrado y cuatro caras verticales, to-
das hechas de concreto y una tapa cuadrada de acero. Si el
concreto tiene un costo de $1.50 por pie cuadrado y el ace-
ro cuesta $4 por pie cuadrado, determine el costo total C
como una funcién de la longitud del lado de la base cua-
drada.

Repita el ejercicio 55 si la cisterna es un cilindro con base
y tapa circulares. Exprese el costo C como una funcién del
radio r de la base del cilindro.

(Funcion de costo) El azicar tiene un costo de 25¢ para
cantidades hasta de 50 libras y de 20¢ por libra en el caso
de cantidades superiores a 50 libras. Si C(x) denota el cos-
to de x libras de azicar, exprese C(x) por medio de expre-
siones algebraicas apropiadas y bosqueje su gréafica.
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

(Funcion de costo) Un detallista puede comprar naranjas
al mayorista a los precios siguientes: 20¢ por kilo si ad-
quiere 20 kilos o menos; 15¢ por kilo en el caso de canti-
dades por encima de 20 kilos y hasta de 50 kilos y 12¢ por
kilo para cantidades mayores de 50 kilos. Determine el
costo C(x) de adquisicién de x kilos de naranjas.

(Funciones de ingresos) Un edificio de departamentos tie-
ne 70 habitaciones que puede rentar en su totalidad si la
renta se fija en $200 al mes. Por cada incremento de $5 en
la renta, una habitacion quedara vacia sin posibilidad algu-
na de rentarla. Exprese el ingreso mensual total R como
una funcion de:

a) x, si x es el nimero de incrementos de 5 ddlares en la
renta

b) La renta mensual p

(Funcion de utilidades) La ecuacién de demanda del pro-
ducto de una compaiifa es 2p + 3x = 16, en donde x unida-
des pueden venderse al precio de $p cada una. Si el costo
de producir x unidades es de (100 + 2x) délares, exprese la
utilidad U como funcién de

a) La demanda x
b) El precio p

(Descuento) Un agente de viajes ofrece un paquete vaca-
cional de $500 por persona para grupos de seis 0 mas per-
sonas, con un descuento de 10% de este precio a partir de
la persona nimero doce en el grupo. Construya la funcién
C(x) dando el costo promedio por persona en un grupo de
tamafio x (x = 6).

(Costo postal) El costo de envio de una carta en primera
clase es de 35 centavos por cada 10 gramos o fraccion.
Construya la funcién C(W) que da el costo en centavos por
enviar una carta cuyo peso sea W (que no exceda de 50 gra-
mos).

Un rectdngulo tiene un lado de x pulgadas. El perimetro del
rectangulo es de 20 pulgadas. Exprese el drea A como una
funcién de x y establezca el dominio de esta funcién.

De un cuadrado de cartén de 18 pulgadas por lado se recor-
tan cuadrados de lado x en cada esquina y luego se doblan
hacia arriba para formar una caja abierta. Exprese el volu-
men V de la caja como funcién de x y determine el domi-
nio de esta funcién.

X X,

18




65. De un hoja rectangular de 20 X 16 cm, se recortan en cada
esquina cuadrados iguales de lado x y luego los lados se
doblan hacia arriba para formar una caja sin tapa. Si V =
f(x) denota el volumen de la caja, determine f(x) y esta-
blezca su dominio.

66. Un rectangulo, uno de cuyos lados mide x pulgadas, estd
inscrito dentro de un circulo de radio ¢ pulgadas. Exprese
el drea A del rectdngulo como una funcién de x y determi-
ne el dominio de esta funcién.

(67-72) Establezca si las graficas siguientes representan o no
funciones.

B 5-2 FUNCIONES CUADRATICAS Y PARABOLAS

Una funcién de la forma
f(x) =ax* + bx + ¢ (a #0)

con a, b y c constantes, se denomina funcion cuadrdtica. E1 dominio de f(x) es
el conjunto de todos los niimeros reales.

La funcién cuadratica mas simple se obtiene haciendo b y ¢ iguales a cero, en
cuyo caso obtenemos f(x) = ax?. Las graficas comunes de esta funcién en los casos
en que a es positiva o negativa aparecen en la figura 12. El punto mds bajo de la gra-

y Ay
0

y = ax®
a>o0

FIGURA 12
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@ 11. Dé las coordenadas del
vértice e indique si la pardbola
abre hacia arriba o hacia abajo:
a)y=1+2x+x2
byy=(1-x-2
y=@x+12—-2x—1)7

Respuesta a) (—1, 0), hacia arriba
b) (1, —2), hacia arriba
¢) (3, 8), hacia abajo

fica cuando a > 0 ocurre en el origen, mientras que este mismo es el punto mds al-
to si @ < 0. Cada una de estas graficas se llama parabola. El origen (que es el punto
mds bajo o mds alto en los dos casos) se denomina vértice de la pardbola.

La funcién cuadrética general f (x) = ax?> + bx + c tiene una gréfica idéntica
en forma y tamafio a la correspondiente a y = ax?; la tnica diferencia es que el vér-
tice de f (x) = ax> + bx + c esté trasladado afuera del origen.

TEOREMA 1 La gréfica de la funcién f (x) = ax> + bx + ¢ (a # 0) es una para-
bola que se abre hacia arriba si @ > 0 y hacia abajo si a < 0. Su vértice (que es el
punto mds bajo si a > 0y el punto mds alto si a < 0) es el punto con coordenadas

x:_i y y:4ac—b2
2a 4a
Gréficas caracteristicas de la funcién cuadrdtica y = ax> + bx + ¢ se
muestran en la figura 13.

_ b dac—b?
2a’  4a

A

<Y

4ac — b2)

a) b)
FIGURA 13

Notas 1. Sib = ¢ = 0, la funcién cuadratica se reduce a f(x) = ax? Las coor-
denadas del vértice dadas en el teorema 1 se reducen ax = y = 0, que es consisten-
te con nuestras afirmaciones anteriores.

2. No tiene caso recordar la férmula en el teorema 1, para la ordenada del vér-
tice. Es mds facil sustituir el valor x = —b/2a en la ecuacién de la pardbola, y =
ax* + bx + ¢ (véase el ejemplo 1).

3. Lapardbola es simétrica con respecto a la recta vertical que pasa por el vér-
tice. Esta recta se conoce como eje de la pardbola.

4. El teorema 1 es mas facil de demostrar utilizando el método de completar
el cuadrado (véase la seccion 2-3). ;Puede conseguir demostrarlo? @ 11

EJEMPLO 1 Bosqueje la pardbola y = 2x> — 4x + 7 y encuentre su vértice.
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@ 12. La pardbola que es idénti-
caay = ax?y tiene vértice en (h,
k) estd dada por la ecuacién

y —k=alx — h>

(Cudl es la ecuacion de la pardbola
idéntica a y = 2x? con vértice en
(1, 5)?

Respuesta y — 5 = 2(x — 1)? 0o
y = 2x* — 4x + 7 (cf. ejemplo 1).

Solucion Comparando la ecuacién
y=2x*—4x+7
con la funcién cuadratica estandar

y=ax’>+bx+c

tenemos que a = 2, b = —4 y ¢ = 7. La coordenada x del vértice es
b —4
x=—— =%
2a 2(2)

Con objeto de encontrar la coordenada y del vértice, lo més sencillo es sustituir
x = 1 en la ecuacién de la pardbola dada.

y=2(1) -4 +7=5

De modo que el vértice estd en el punto (1, 5).
En forma alternativa, podrfamos usar la férmula dada en el teorema 1.

5

_dac— 0 _ 4D — (—4? _ 5616 _
Y 4a 402) 8

Dado que a = 2 > 0, la pardbola se abre hacia arriba; esto es, el vértice (1, 5) es el
punto mds bajo de la pardbola. La gréfica de esta pardbola puede bosquejarse grafi-
cando algunos puntos (x, y) situados sobre ella. Los valores de y que corresponden
a los valores escogidos de x aparecen en la tabla 4. Graficando estos puntos y unién-
dolos por una curva suave, obtenemos la grafica que se muestra en la figura 14. (Ob-
sérvese que la grafica de este ejemplo corta el eje y en el punto (0, 7) pero que no
corta al eje x en ningin punto. Al dibujar la gréifica de alguna funcién dada, a menudo
es util encontrar los puntos en que su gréfica corta los ejes de coordenadas). @ 12

TABLA 4
x -1 0 1 2 3
y |13 7 5 7 13 FIGURA 14
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@ 13. Sealapardbolay = ax* +
bx + c que corta al eje xenx = p
y g. Sia > 0, la gréfica se
encuentra por debajo del eje x para
x entre p y g. Esto es,

ax* + bx +¢ < Oparaxentre py g
y ax? + bx +c > 0 fuera de este
intervalo. Si ax? + bx +c nunca es
cero para ningtn x real, entonces
ax* + bx + ¢ > 0 para toda x.
Relacione esto con nuestra técnica
para resolver desigualdades
cuadrdticas de la seccién 3.3.
(Cudles son las condiciones
correspondientes si a < 0?

Respuesta Sia <0, ax> + bx +
c>0,paraxentrepyqy

ax*> + bx +c¢ < 0 fuera de este
intervalo.

Si ax?> + bx + ¢ nunca es cero
para ningtn x real, entonces ax? +
bx +c¢ < 0 para toda x.

Como establecimos antes, el vértice de la pardbola representa el punto mas
bajo cuando a > 0 o el punto més alto si a < 0. Se sigue, por tanto, que en el caso
de que a > 0, la funcién f(x) = ax> + bx + ¢ toma su valor minimo en el vértice de la
parédbola correspondiente. Esto es, f (x) es minimo cuando x = —b/2a. Por otro
lado, cuando a < 0, la funcién f(x) = ax®> + bx + ¢ toma su valor maximo si x =
—b/2a. Estos valores mds grandes y més pequefios de f(x) = ax*> + bx + ¢ pueden
obtenerse sustituyendo x = —b/2a en f(x). @ 13

Problemas en que se nos pide determinar los valores maximos y minimos de
ciertas funciones aparecen con frecuencia en las aplicaciones. Los estudiaremos con
detalle en el capitulo 14. Sin embargo, algunos de estos problemas pueden resolver-
se apelando a las propiedades de las pardbolas. Los ejemplos siguientes pertenecen
a esta categoria.

EJEMPLO 2 (Cercado) Un granjero tiene 200 metros de cerca con la cual puede
delimitar un terreno rectangular. Un lado del terreno puede aprovechar una cerca ya
existente. ;Cudl es el drea mdxima que puede cercarse?

Solucién Denotemos los lados del terreno con x y y, como se indica en la figura
15, con el lado y paralelo a la cerca ya existente. Se sigue que la longitud de la nue-
va cerca es 2x + y, que debe ser igual a los 200 metros disponibles.

2x +y =200

El 4rea encerrada es A = xy. Pero y = 200 — 2x, de modo que

A = x(200 — 2x) = 200x — 2x? (1)

Cerca existente

y
FIGURA 15

Comparando la expresion anterior con f(x) = ax> + bx + ¢, advertimos que A es
una funcién cuadrética de x, con a = —2, b = 200 y ¢ = 0. Por tanto, dado que
a < 0, la funcién cuadrética tiene un maximo en el vértice, esto es, cuando

b _ 200 _
20 2(-2) 50

x =
El valor mdximo de A se obtiene sustituyendo x = 50 en la ecuacién (1):
A = 200(50) — 2(50% = 10,000 — 5000 = 5000
El drea maxima que puede encerrarse es de 5000 metros cuadrados. Las dimen-

siones de esta drea maxima son x = 50 y y = 100 metros. (Recuerde que y =
200 — 2x).
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@ 14. En el ejemplo 3, exprese la
utilidad U como una funcién de p y
luego encuentre su valor maximo.
(La respuesta es la misma?

Respuesta P = x(30 — 35x) —

(5x + 2000) = —7=x2 + 25x —
2000.

El vértice estd en x = 562.5. Esto
corresponde a p = 17.5 como en
la solucion dada.

EJEMPLO 3 (Decisiones sobre fijacion de precios) L.a demanda mensual x de
cierto articulo al precio de p ddlares por unidad estd dada por la relacién

x = 1350 — 45p

El costo de la mano de obra y del material con que se fabrica este producto es de $5
por unidad y los costos fijos son de $2000 al mes. ;Qué precio por unidad p debera
fijarse al consumidor con la finalidad de obtener una utilidad mdxima mensual?

Solucion El costo total C (en dblares) de producir x unidades al mes es
C = Costos variables + Costos fijos = 5x + 2000
La demanda x estd dada por
x = 1350 — 45p
Sustituyendo este valor de x en C, resulta que
C = 5(1350 — 45p) + 2000 = 8750 — 225p

El ingreso I (en ddlares) obtenido por vender x unidades a p ddlares por unidad es
I = Precio por unidad X Nimero de unidades vendidas
= px = p(1350 — 45p) = 1350p — 45p?
La utilidad U (en délares) estd dada entonces por la diferencia entre el ingreso y el

costo.
U=1—-C

= —45p2 + 1350p — (8750 — 225p)
= —45p2 + 1575p — 8750

La utilidad U es una funcién cuadratica de p. Puesto que a = —45 < 0, la grafica
es una pardbola que se abre hacia abajo y la utilidad mixima se alcanza en el vérti-
ce. En este caso, tenemos que

a=-—45 b=1575 'y c¢= —8750
El vértice de la pardbola estd dado por

b _ 1575 _ 1575
2a 2—45) 90

p= =175

En consecuencia un precio de p = $17.50 por unidad debe fijarse al consumidor con
el propésito de obtener una maxima utilidad. Entonces la utilidad maxima sera
U = —45(17.5)* + 1575(17.5) — 8750 = 5031.25
0 $5031.25 al mes. @ 14
EJEMPLO 4 (Decisiones sobre fijacion de alquileres) El sefior Alonso es propie-

tario de un edificio de departamentos con 60 habitaciones. El puede alquilarlas todas
si fija un alquiler mensual de $200 por habitacién. Con un alquiler mas alto, algu-
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@ 15. En el ejemplo 4, suponga
que, debido al cambio en el
mercado de las viviendas, todos los
departamentos estdn rentados
cuando la renta es $240, pero atin
quedard vacante un departamento
por cada $5 de aumento en la renta.
(Entonces cudl es la renta 6ptima?

Respuesta R = (240 + 5x)(60 — x)
tiene vértice cuandox = 6y la
renta 6ptima es $270.

nas habitaciones quedaran vacias. En promedio, por cada incremento de alquiler de
$5, una habitacién quedard vacia sin posibilidad alguna de alquilarse. Determine la
relacién funcional entre el ingreso mensual total y el nimero de habitaciones vacias.
(Qué alquiler mensual maximizaria el ingreso total? ;Cudl es este ingreso maximo?

Solucién Sea x el nimero de unidades vacias. El niimero de departamentos alqui-
lados es entonces 60 — x y el alquiler mensual por habitacién es (200 + 5x) déla-
res. Si I denota el ingreso mensual total (en délares), se sigue que

I = (Renta por unidad)(Numero de unidades rentadas)
(200 + 5x) (60 — x)
—5x2 + 100x + 12,000

El ingreso mensual total / es una funcién cuadratica de x con
a=-5b=100 y c¢=12,000

La grafica de R es una pardbola que se abre hacia abajo (dado que a < 0) y su vér-
tice es el punto maximo. El vértice estd dado por

b 100

X= 7724 =7 2(-5 =10
I = —5(10)2 + 100(10) + 12,000 = 12,500
En consecuencia, si 10 unidades estdn desocupadas, los ingresos son maximos. El

alquiler por habitacién es entonces de (200 + 5x) délares o $250 y el ingreso total
es de $12,500 al mes. @ 15

I -crCicios 5-2

(1-6) Determine los vértices de las siguientes parabolas. 15. (Ingreso mdximo) El ingreso mensual por concepto de la
venta de x unidades de cierto articulo estd dado por R(x) =

L y=22¢-3 2. y=-1-x 12x — 0.01x? délares. Determine el nimero de unidades
3y=2 4242 4 y=2—3x—3 que deben venderse cada mes con el propdsito de maximi-

zar el ingreso. (Cudl es el correspondiente ingreso maxi-

5.y=2—x—2¢ 6. y=—2x—x2 mo?

(7-10) Bosqueje las siguientes pardbolas y determine sus vér-

16. (Utilidad mdxima) La utilidad P(x) obtenida por fabricar y
vender x unidades de cierto producto estd dada por

tices.
P(x) = 60x — x?
7.y=2x>+3x—1 8 y=4dx—x?
Determine el nimero de unidades que deben producirse y
9. y=3—x -3¢ 10. y =4x* + 16x + 4 venderse con el objetivo de maximizar la utilidad. ;Cual es

esta utilidad maxima?

(11-14) Determine el valor minimo o médximo, segun el caso,

de las funciones siguientes.

17. (Ingresos y utilidad mdximas) Una empresa tiene costos
fijos mensuales de $2000 y el costo variable por unidad de

1L f(x) = x> — 3x 12. f(x) = 2x — 5x° su producto es de $25.

B.f)=1—x—x* 14. f(x) =32 +x—1 a) Determine la funcién de costo.
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18.

19.

20.

21.

22.

b) El ingreso [ obtenido por vender x unidades estd dado
por I(x) = 60x — 0.01x% Determine el nimero de uni-
dades que deben venderse al mes de modo que maximi-
cen el ingreso. ;Cudl es este ingreso maximo?

¢) (Cuantas unidades deben producirse y venderse al mes
con el propésito de obtener una utilidad maxima? ;Cual
es esta utilidad maxima?

(Costo minimo) El costo promedio por unidad (en ddlares)
al producir x unidades de cierto articulo es C(x) = 20 —
0.06x + 0.0002x2. ;Qué nimero de unidades producidas
minimizarian el costo promedio? ;Cudl es el correspon-
diente costo minimo por unidad?

(Cercado) Un granjero tiene 500 yardas de cerca con la
cual delimitard un corral rectangular. ;Cudl es el drea ma-
xima que puede cercar?

(Decisiones sobre cultivos) La produccion de manzanas
de cada arbol en un huerto es de (500 — 5x) kilos, en donde
x es la densidad con que se plantan los drboles (es decir, el
nimero de arboles por acre. Determine el valor de x que
haga que la produccién total por acre sea maxima.

(Agricultura) Si las plantas de arroz se siembran con una
densidad de x plantas por pie cuadrado, la produccién de
arroz en cierta plantacion es de x(10 — 0.5x) bushels por
acre. ;Qué valor de x maximiza la produccién por acre?

(Decisiones sobre cultivos) Si los manzanos se plantan
con una densidad de 30 por acre, el valor de la cosecha pro-
ducida por cada drbol es de $180. Por cada drbol adicional
que se planta en un acre, el valor de la cosecha disminuye
en $3. ;Cudl es el nimero de drboles que deben plantarse
por acre con objeto de obtener el valor mdximo de la cose-
cha? ;Cuadl es este valor mdximo por acre de la cosecha?

23.

24,

25.

26.

27.

(Fijacion del precio de un libro) Si un editor fija el precio
de un libro en $20 cada uno, venderd 10,000 ejemplares.
Por cada délar de incremento en el precio, las ventas bajan
en 400 copias. ;{Qué precio deberfa fijar a cada libro de
modo que el ingreso sea maximo? ;Cudl es el valor de es-
te ingreso maximo?

(Decisiones sobre fijacion de precios) En el ejercicio 23,
el costo de producir cada ejemplar es de $13. ;Qué precio
deberd fijar el editor a cada ejemplar con el propdsito de
que la utilidad sea maxima?

(Decisiones sobre fijacion de alquileres) Bienes raices
orientales ha construido una nueva unidad de 40 departa-
mentos para rentar. Se sabe por las investigaciones de mer-
cado que si asigna una renta de $150 al mes, se ocuparan
todos los departamentos. Por cada incremento de $5 en la
renta, un departamento quedara vacio. ;Qué renta mensual
debera asignar a cada departamento de modo que obtenga
ingresos por rentas mensuales maximos? Calcule este in-
greso maximo.

(Decisiones sobre fijacion de precios) La demanda del
mercado de cierto producto es de x unidades cuando el pre-
cio fijado al consumidor es de p délares, en donde

15p + 2x = 720
El costo (en ddlares) de producir x unidades esta dado por
C(x) = 200 + 6x. ;Qué precio p por unidad debera fijarse

al consumidor con objeto de que la utilidad sea mdxima?

Demuestre que el vértice de la pardbola cuya ecuacidn es
y = a(x — h)*> + k estd en el punto (h, k).
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el cason = 1?

Respuesta Una linea recta que
pasa por el origen con pendiente a.

16. ;Cuadl es la grifica de fen
mun.

Funciones potencia

Una funcién de la forma

En esta seccidn, estudiaremos algunas funciones elementales de uso e interés co-

fx) = ax"

en donde a y n son constantes distintas de cero, se denomina funcién potencia.
Consideraremos algunos casos especiales de funciones de este tipo.

1. n = 2: En este caso f(x) = ax?, y tenemos un caso especial de las funciones cua-
dréticas expuestas en la seccion 2. La gréfica de y = ax? es una pardbola con vér-

* 16
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tice en el origen, que se abre hacia arriba si @ > 0 y hacia abajo si a < 0.
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2.

n = 5: Ahora, f (x) = ax!/? = aVx La gréfica es la mitad de una pardbola que
se abre hacia la derecha. Si a > 0, la gréfica es la mitad superior de la pardbola,
mientras que si a < 0, es la mitad inferior. En consecuencia, la grafica sube o ba-
ja hacia la derecha, dependiendo de si @ > 0 0 a < 0. El dominio de f'es el con-
junto de los niimeros reales no negativos. (Véase la figura 16).

%4 I'%4
"0 X o x
Y y=aVx a>0 Y y=aVx a<0
a) b)
FIGURA 16
3. n = — I: En este caso, f(x) = a/x. El dominio de f(x) consta de todos los niime-
ros reales excepto cero. La figura 17 contiene las gréficasdey = 1/xyy = —1/x

(es decir, las correspondientes a a = *1). La grafica de y = a/x cuando a > 0
tiene una forma similar a lade y = 1/x y en el caso de que a < 0 es parecida a
la forma de y = —1/x. La grifica de y = a/x se denomina una hipérbola rec-
tangular. A medida que x se acerca a cero, el denominador de f(x) = a/x se hace
muy pequefio, de modo que f(x) tiende a ser numéricamente muy grande. Puede
llegar a ser grande y positivo o grande y negativo, dependiendo de los signos
de a y de x. Estas posibilidades se ven claras en la figura 17. Se dice que el eje de
las y es una asintota vertical de la grafica.

FIGURA 17
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@ 17. Dibuje las graficas de En la gréfica puede verse que conforme x se vuelve mds grande (positivo o
f) =x2y f(x) = x7'/2 que negativo), f(x) se acerca cada vez mds a cero; sin embargo, jamds es igual a ce-

correspondenan = —2yn = —3, ro. Se dice que el eje x es una asintota horizontal de la grafica. @ 17
respectivamente y aa = 1.
4. n = 3: Ahora, f(x) = ax’. La grafica de f(x) es la curva cibica que aparece en

la figura 18. El dominio es igual al conjunto de todos los nimeros reales.

a) b)

FIGURA 18

La figura 19 compara las graficas de la funcién y = ax" para varios valores de n.
Sélo se considerd el caso en que a > 0, y las graficas se dibujaron, en el cua-
drante en que x y y no son negativas. (En administracién y economia, por lo re-
gular estamos interesados en variables que sélo toman valores no negativos).

%4
n>1
n=1
Respuesta
x +3 *2 x| xl =+l 0<n<t
y=x2 |3+ 1 1 4 9 a
x 9 4 1 L+ ! n=0
y=x12+ 2 1 2 3 | n<o0
|
|
<3 ' >
0" 1 X
y=ax"
FIGURA 19

Observemos que todas las gréificas pasan por el punto (1, a). Cuando n > 1, la
gréfica sube al movernos hacia la derecha y, mds ain, crece mds y mas pronun-
ciadamente a medida que x se incremente. Las funciones y = ax> y y = ax3 que
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ya habfamos considerado son ejemplos que caen en esta categoria. El caso n =
1 corresponde a la linea recta y = ax que pasa por el origen y por el punto (1, a).

Cuando 0 < n < 1, la gréifica de y = ax" crece al desplazarnos hacia la
derecha, pero este crecimiento es menos pronunciado a medida que x se incre-
menta. La funcién y = ax'/2 que, como vimos antes, tiene una grafica que es la
mitad de una pardbola, es un ejemplo de este tipo.

El caso n = 0 corresponde a una linea recta horizontal. Por dltimo, si
n < 0, la funcién y = ax" posee una gréfica que baja al movernos hacia la dere-
cha y es asintdtica a los ejes x y y. La hipérbola rectangular, con ecuacién
y = ax~!, es un ejemplo de una de tales graficas.

EJEMPLO 1 (Ingresos) Una empresa tiene un ingreso total de $500 al dia sin con-
siderar el precio de su producto. Determine la relacion de la demanda y grafique la
curva de demanda.

Soluciéon Si p denota el precio (en ddlares) por unidad del producto y x es el nd-
mero de unidades que pueden venderse al precio p, entonces con el propdsito de ob-
tener $500, debemos tener que

500 = Precio por unidad X Nimero de unidades vendidas = px

Es decir,
_ 500
X

p

TABLA 5

X 25 50 100 125 250 500

p |20 10 5 4 2 1

Algunos valores de x y p = 500/x aparecen en la tabla 5. Graficando estos puntos
y uniéndolos por una curva suave, obtenemos la curva de la figura 20. Restringimos
la grafica al primer cuadrante porque ni el precio ni cantidad vendidos pueden ser
negativos. La gréfica es la mitad de una hipérbola rectangular.

FIGURA 20

196 CAPITULO 5 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS



@ 18. Determine la ecuacién del
circulo:

a) con centro (—3, 4) y radio 5;
b) con centro (1, —2) y que pasa
por el punto (—2, 1).

Respuesta a) x> + y* + 6x —
8y = 0;
byx2+y>—2x+4y—-13=0
(Radio

=VIL- (P +1(-2) - 1P
=V18)

Circulos

Un circulo es el conjunto de puntos que estdn situados a una distancia constante
(llamada el radio) de un punto dado (denominado el centro).

Determinemos la ecuacién del circulo con centro en el punto (%, k) y radio r
(Véase la figura 21). Sea (x, y) cualquier punto sobre el circulo. La distancia entre
este punto (x, y) y el centro (A, k) estd dada por la férmula de la distancia que es

Vx — hy? + (y — k?

S

FIGURA 21

Haciéndola igual al radio dado r, obtenemos la ecuacion

Vax—h?r+ G —kr=r

la cual, después de elevar al cuadrado, da la ecuacién siguiente:

x=h+ G -k?=r (D

Esta se conoce como la forma centro-radio de la ecuacién de un circulo. En par-
ticular, si el centro es el origen, # = k = 0 y la ecuacién (1) se reduce a

X2+ y2=1r 2)

EJEMPLO 2 Determine la ecuacién del circulo con centro en (2, —3) y radio 5.

Solucion Aqui 7 =2,k = — 3y r = 5. Usando la ecuacién estandar de un circu-
lo, tenemos que

x =22+ @ —(=3)>*=5* obien -2+ +3?2=25
Desarrollando los cuadrados y simplificando.

X+y—4x+6y—12=0 @ 18

La ecuacién (1), cuando se desarrolla y simplifica, puede escribirse como

X+ —=2hx—2ky+ (R +E—-r)=0
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@ 19. Determine si las
ecuaciones siguientes representan
circulos.

Si es asi encuentre el centro y el
radio:
aAxX*+y—4dx+2y—4=0
byx>*+y>?+8x+4y=0

XX +y?=3x+3y+5=0

Respuesta a) Si. Centro (2, —1),
radio 3; b) si. Centro
(—4, —2), radio 2V/5; ¢) no

Esta es de la forma
X+ y +Bx+Cy+D=0 (3)
con B, C'y D constantes dadas por
B=-2h, C=-2k y D=hmr+k-r

La ecuacion (3) se llama forma general de la ecuacién de un circulo.
Dada cualquier ecuacién en la forma general, facilmente podemos determinar
el centro y el radio del circulo que representa. Debido a que

dan de inmediato las coordenadas del centro. Luego, el radio se obtiene de la mane-
ra siguiente #> = h* + k* — D. Sin embargo, en lugar de tratar de recordar estas
férmulas, es mas fécil utilizar el método de completar el cuadrado como en el ejem-
plo siguiente.

EJEMPLO 3 Determine si la grafica de

232+ 22 = 5x+4y—1=0

es un circulo. Si es asi, encuentre su centro y su radio.

Solucién Dividiendo la ecuacién completa entre 2 (con el fin de que los coeficien-
tes de x? y y? sean iguales a 1), obtenemos la ecuacién

x2+y2—%x+2y—%=0

Comparando esto con la ecuacidn (3), vemos que tenemos una ecuacién en la forma
general correcta.

Ahora agrupamos todos los términos en x y todos los términos en y y pasamos
la constante al lado derecho:

(2 =30+ 07+ 2) =5

Deseamos acomodar esto en la misma forma que la ecuacién (1), que implica com-
pletar el cuadrado dentro de cada uno de los dos paréntesis. Tomamos la mitad del
coeficiente de x, —%, lo elevamos al cuadrado, %, y sumamos esto al primer parén-
tesis. Después la mitad del coeficiente de y, 1, lo elevamos al cuadrado, 1, y suma-
mos esto en el segundo paréntesis. (Véase la seccién 2-3). Por supuesto, también
debemos sumar lo mismo del lado derecho. Obtenemos

5 25 1 25 49
WP=x+ )+ PP+ 2+ )=+ +1=7
Ahora, los dos paréntesis son cuadrados perfectos:
5 49
=3+ +1)2=%

Comparando con la ecuacién (1) vemos que h = 5, k= —1y 2 = or =7 El
centro del circulo es (3, —1) y el radio es de 7 unidades.

Nota Si después de completar el cuadrado encontramos un valor negativo pa-
ra 12, es decir, el lado derecho, la gréfica no contiene puntos. @ 19
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Algunas veces sucede que una empresa puede elegir entre dos (0 mas) formas
de usar algunos de sus recursos con la finalidad de producir diferentes productos
elaborados. Recursos tales como materias primas disponibles, planta industrial, ma-
quinaria y mano de obra, en ciertas condiciones, podrian destinarse a la produccién de
varios articulos diferentes y la compaiifa podria elegir cémo producir cada uno
de ellos. Por ejemplo, un fabricante de zapatos podria producir zapatos para caba-
llero o para dama con los mismos recursos, una refineria de petréleo podria elegir
una variedad de distintos grados de aceites y gasolinas por generar a partir del pe-
tréleo crudo, etcétera.

En general, estos diferentes productos compiten por el uso de los recursos dis-
ponibles (esto es, un incremento en la cantidad de un producto debe acompafiarse
por una disminucién en las cantidades de los otros). Estas diversas cantidades estdn
relacionadas por una ecuacién. Cuando sélo compiten dos productos, esta ecua-
cién puede graficarse, y su grafica se denomina curva de transformacion de pro-
ductos.

EJEMPLO 4 (Curva de transformacion de productos) Una empresa que fabrica
zapatos puede producir zapatos para caballero o para dama modificando el proceso
de produccién. Las cantidades posibles x y y (en cientos de pares) estdn relaciona-
das por la ecuacién

X2+ y? + 40x + 30y = 975

Dibuje la curva de transformacién de productos de esta empresa.

Solucién La ecuacién dada tiene la forma general de la ecuacion (3) y por ende su
gréfica es un circulo. Los coeficientes son

B=40, C=30 y D=-975

Las coordenadas del centro del circulo son

h=-2-_T_ 5 S
2 2 0y k== 2 >

de modo que el centro estd en el punto (—20, —15). El radio es

r=%1VB+ C?— 4D = 1 V(402 + (302 — 4(—975) = 40

En la figura 22 aparece la curva de transformacioén de productos. Obsérvese que al
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FIGURA 22
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@ 20. Determine las dos
funciones que describen los
semicirculos superior e inferior de
a) el circulo con centro en (0, 2) y
radio 1; b) el circulo con centro en
(2, —1) y radio 3

Respuestaa)y =2 = V1 — x2
byy=—-1xV9 — (x —2)?

ser x y y no negativas en la practica, sélo la porcién de la curva situada en el primer
cuadrante tiene sentido practico. El resto de la curva aparece a trazos en la figura 22.

El conjunto de puntos (x, y) que satisfacen la relaciéon x> + y?> = a2 consta de
los puntos sobre el circulo cuyo centro es el origen y con radio a. Podemos referir-
nos a este circulo como la grafica de la relacion x? + y> = a%. (Véase la figura 23).

N4
2
(_av 0) // (a’ O)
- ol :X
A
FIGURA 23

Por medio de la prueba de la recta vertical, es claro que el circulo no puede
representar una funcién porque cada valor de x situado entre —a y +a (excluyendo
ax = *a) tiene asociados dos valores de y. Podemos ver esto en forma algebraica
si resolvemos la ecuacion x2 + y* = a2 para y:

y=*Va’>—x?

Esto indica que hay dos valores de y para cada x, dependiendo de que elijamos la
raiz cuadrada positiva o negativa.

De hecho, el circulo completo representa dos funciones. El semicirculo supe-
rior es la gréfica de la funcién y = +'Va? — ¥ en la cual se extrajo la raiz cuadra-
da positiva a y; el semicirculo inferior es la grifica de la funcion y = —Va? — x2,
en donde se extrajo la raiz cuadrada negativa. (Véase la figura 24). @ 20

y
-a (@) a
- X
y=+Va — x? y=—Va —x
Df:{|x|—aSXSa} Df:{|x|—a5xsa}

FIGURA 24
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@ 21. Con respecto a la figura
26, ;como son las graficas de
las funciones siguientes?
ay=2-x

Byy=1]2-xl -2

Respuesta a) Igual que la figura
26; b) la gréfica de la figura 26
debe moverse 2 unidades hacia
abajo.

Funciones valor absoluto

Si x es un nimero real, el valor absoluto de x, indicado por |x | , se define como
{x six=0
=1« six <0

Es claro que, |x | = (; esto es, el valor absoluto de un niimero real siempre es no
negativo.

Llamaremos a f(x) = |x| la funcién valor absoluto. El dominio de fes el
conjunto de todos los nimeros reales y el rango es el conjunto de todos los reales
no negativos. La grificade y = |[x | se aprecia en la figura 25.

FIGURA 25

EJEMPLO 5 Considere la funcién
f@ =[x -2
El dominio de f es el conjunto de todos los reales y el rango es el conjunto de los
nimeros reales no negativos. Dibujemos la grafica de f(x).
Haciendo y = f(x), tenemos
y=lx-2]
0, usando la definicién anterior para el valor absoluto,

y=x—2 six—2=0 (estoes,six=2)

y también
y=—x—2) six—2<0 (estoes,six<2)

Por tanto, la gréafica de f (x) consta de porciones de las dos lineas rectas
y=x—2 y y=—x—-2)=2-—x

parax = 2 y x < 2, respectivamente. La gréfica aparece en la figura 26. Obsérvese
que y = 0 para toda x. @ 21

EJEMPLO 6 Considere la funcién
f)=

]

SECCION 5-3 MAS FUNCIONES ELEMENTALES Y SUS GRAFICAS 201



FIGURA 26

Sin duda, la funcién no estd definida si x = 0, puesto que en este valor de x el de-
nominador se hace cero. En consecuencia, el dominio de f es el conjunto de todos
los nimeros reales excepto cero.

Six>0, f(x)=M=1=1
X X
Six<0, f(x)=u=—x=—l
Por ejemplo,
_=3 3
Y e B
A (=3) (=3)

Asi que el rango sélo consta de dos nimeros, 1 y —1.

La grafica de f consta de dos lineas rectas (una por encima y otra por debajo
del eje x) que son paralelas al eje x y a una distancia 1 de él. Esto se aprecia en la
figura 27. Nétese que los puntos extremos en que las dos lineas cortan al eje y no
estan incluidos en la gréfica. Esto se indica dibujando pequefios circulos vacios en
los extremos de las dos lineas.

I y
10

< ¥

FIGURA 27

EJEMPLO 7 Haga un bosquejo de la grifica de la funcién f en donde
fo=4-2[3-x|

y de aqui determine el valor mdximo de f.
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@ 22. Haga un bosquejo de las

grificas de

ayy=1-|x+1]

Lxl )
by=\"%

Respuesta

Solucion Para3 — x = 0, esto es, parax = 3, |3 —x| =3 — x y de aqui
fx)=4—-23—x)=2x—2
Para 3 — x <0, esto es, para x > 3, |3—x| = —B3 —x)yasi

fx)=4—-2[-3—x] =10 — 2x

De modo que la grifica de f consiste en dos semirrectas, como se muestra en la fi-
gura 28. El valor mdximo de f'es 4, que ocurre para x = 3. @ 22

I cjcrcicios 53

(1-14) Determine los dominios de las siguientes funciones y

bosqueje sus graficas.

1. f(x) = V4 — x?
3. gx) = —-V3—x
1

5. f(x) = —
x
7. f(x) = X
9. f(x) =2 — |x|

1L f(x) = |x + 3]

-3
13. f(x) = %

15. ;Cuales de los siguientes semicirculos representan graficas
de funciones? En cada caso en que la respuesta sea afirma-
tiva, determine la ecuacién de la funcién a partir de la gra-

fica.

y=1f(x
i (3, 4)
4 |-
2 -
| | i | | | I
-4 -2 2 4 6 X
y=2x—27 y=10—2x
FIGURA 28
a) I'e4
2. fx) =2 —V9 —x?
4. f(x) = Vx—2
-3
6. f(x)*m
8 fm)y=1-x
10. gx) = |x| + 3
12. Fix) = — |x - 2]
2—x
14. G(x) = |x—2|
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(16-23) Encuentre la ecuacién de cada circulo.
16. Centro (0, 2) y radio 5

17. Centro (2, 5) y radio 3

18. Centro (—3, 0) y radio 4

19. Centro (0, 0) y radio 7

20. Centro (1, —3) y pasa por el punto (2, —1)
21. Centro (—2, 1) y pasa por el punto (0, 4)

22. Centro (2, 2) y toca ambos ejes coordenados.

23. Toca ambos ejes coordenados, estd en el segundo cuadran-
te y tiene radio de 3 unidades.

(24-29) Determine si cada una de las siguientes ecuaciones re-
presenta un circulo. Si es asi, encuentre su centro y radio.

24, >+ 2+ 2x 2y +1=0

25. x>+ 2 —4x -8y +4=0

26. x> +y2+3x =5y +1=0

27.2x2+ 22 —=5x+4y—1=0
28. 32+ 32 —2x+4y— () =0
29. X2+ 2 +4x +8y +25=0

30. (Curva de la demanda) Al precio de p ddlares por unidad,
un fabricante puede vender x unidades de su producto, en
donde x y p estdn relacionadas por

X2+ p2 + 400x + 300p = 60,000

Dibuje la curva de demanda. ;Cudl es el precio mas alto
por encima del cual no hay ventas posibles?

31. (Relacion de la demanda) Un comerciante de automoéviles
puede vender x automéviles de un modelo particular al fi-
jar un precio de p por automévil, con

X2 + p? + 4000x + 2500p = 19,437,500

Grafique la curva de la demanda para este modelo de auto-
movil. Cudl es el precio mds alto hasta el cual es posible
realizar ventas?

32. (Curva de transformacion de productos) El propietario de
un huerto puede producir manzanas para mesa 0 manzanas

B 5-4 OPERACIONES DE FUNCIONES

33.

34.

35.

destinadas a la fermentacién. Las cantidades posibles x de
manzanas para mesa (en kilogramos) y y de sidra (en li-
tros) estdn relacionadas por la ecuacién

22+ 32 + 8x + 250y = 6859

Dibuje la grafica de esta relacion (denominada la curva de
transformacion de productos) y determine las cantidades
maximas de manzanas o sidra que pueden producirse.

(Curva de transformacion de productos) Las industrias de
bicicletas Coronado fabrican dos tipos de bicicletas deno-
minadas Coronado 'y Estrella del este. Las cantidades po-
sibles x y y (en miles) que puede producir al afio estdn re-
lacionadas por

x2+y2+ 6x + 10y = 47

Bosqueje la curva de transformacién de productos de esta
empresa. (Cudles son los nimeros maximos de bicicletas
de cada tipo que pueden producirse?

(Distancia minima) Un avién vuela una distancia de 1000
millas sobre el océano, y su ruta pasa sobre dos islas, una
después de 200 millas y la otra después de 700 millas. Si x
es la distancia de un punto de la ruta a un punto dado (0 =
x = 1000), determine la funcion f{x) que es igual a la dis-
tancia de ese punto a la tierra mds cercana. Trace su gra-
fica.

(Distancia minima) En el ejercicio anterior, la funcién g(x)
es igual a la distancia del punto x desde la tierra mds cer-
cana adelante del avion. Escriba expresiones algebraicas
para g(x).

(36-45) Determine los valores maximos y/o minimos de las
siguientes funciones si existen y los valores de x en donde ocu-
rren. (Sugerencia: En cada caso considere la grafica de la fun-

cion).
3. f =2 [x+1] 37 fw=l2e+1] +2
38. f) =x— |« 39, fon = 23
’ ) 5—x
0. f0=1+Vi—2 4L f@)=V1-92-2

4. fx)=1-V9 —x? 43. f(x) = V16 — x* -1
4. f(x) =2 — V3 — 2 45. fx) =2V1—x+1

Existe una gran variedad de situaciones en que debemos combinar dos o mas fun-
ciones en una de varias formas con el propdsito de obtener nuevas funciones. Por
ejemplo, denotemos con f(7) y g(¢) los ingresos de una persona de dos fuentes dis-

204 CAPITULO 5 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS



tintas al tiempo t; ahora, el ingreso combinado de las dos fuentes es f(f) + g(f). De
las dos funciones f'y g, en esta forma hemos obtenido una tercera funcion, la suma
de fy g. Si C(x) denota el costo de producir x unidades de cierto articulo e I(x) es
el ingreso obtenido de la venta de x unidades, la utilidad U(x) obtenida por produ-
cir y vender x unidades estd dada por U(x) = I(x) — C(x). La nueva funcién U asi
obtenida es la diferencia de las dos funciones /'y C.

Si P(t) indica la poblacién de un pais e I(¢) es el ingreso per cdpita en el mo-
mento ¢, el ingreso nacional de tal pais estd dado por P(1)I (7). Este es un ejemplo en
el que se forma una nueva funcién como el producto de dos funciones. De manera
andloga, podemos definir el cociente de dos funciones. Sea F() el suministro diario
total de proteinas disponibles en cierto pais en el tiempo ¢y sea P(f) la poblacion.
Entonces el suministro diario promedio de proteinas diarias por dia es F(¢)/P(?).

Estos ejemplos nos conducen a las definiciones abstractas siguientes.

DEFINICION Dadas dos funciones [y g, la suma, la diferencia, el producto y el
cociente de esas funciones se definen de la manera siguiente:

Suma: (f + &) = fx) + g(x)

Diferencia: (f = &) = f(x) — g(x)

Producto: (f- &) = f(x) - gx)

Cociente: (i)(x) = &, con tal de que g(x) # 0
g 8(x)

Los dominios de las funciones suma, diferencia y producto son iguales a la
parte comtn de los dominios de fy g, esto es, al conjunto de las x en las cuales tan-
to f como g estan definidas. En el caso de la funcién cociente, el dominio es la par-
te comun de los dominios de f'y g excepto por aquellos valores de x en los cuales

gx) =0.

EJEMPLO 1 Seaf(x) = 1/(x — 1)y g(x) = Vix. Calculef+ g, f— g f-g flgy
g/ Determine el dominio en cada caso.

Solucion Tenemos:

F+ 90 = F) + g0) = —— + Vi

x—1

(=90 = ()~ g) = —— L

-1
(f'g)(X)=f(x)-g(x)=+.\/;: Vi
X 1 x—1
<i)(x) — f(x) _ 1/(x— 1) _ ;
8 8(x) Vx \/)_C(x—l)

<ﬁ>(x) 80 Mx
YT T e
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@ 23. Dadaf(x) = V1—xy
g(x) = V1 — x%, escriba

expresiones para los valores de
L8
Of &b g0y

En cada caso proporcione el
dominio

Respuesta

a) (f-9@=(1-xVI1 +x,
dominio = {x| -1 =x=1}
b) (f/9)x) =1/ V1 +ux,
dominio = {x|—1 <x <1}
o) (g/Hx) =VI1+ux,

dominio = {x| -1 =x <1}

Ya que su denominador se hace cero cuando x = 1, f (x) no estd definida si
x = 1, de modo que el dominio de f es igual al conjunto de todos los reales ex-
cepto 1.

De manera similar, g(x) estd definida en aquellos valores de x para los cuales
la expresién dentro del radical no es negativa, esto es, para x = 0. Asi que

Df={x|x#l] y D,={x|x20}

8

La parte comin de D,y D, es
klx=0 y x#1 (1)

Este conjunto es el dominiode f+ g, f— gy f * &
Dado que g(x) = Vx es cero cuando x = 0, este punto debe excluirse del do-
minio de f/g. En consecuencia, el dominio de f/g es

klx>0 y x#1

Puesto que f (x) nunca es cero, el dominio de g/f es otra vez la parte comtin de D
y D,, es decir el conjunto (1). Es evidente de la formula algebraica de (g /H(x) que
esta funcion estd bien definida cuando x = 1. A pesar de esto, es necesario excluir
x = 1 del dominio de esta funcién, dado que g/f s6lo puede definirse en aquellos
puntos en que tanto g como f estén definidas. @ 23

Otra forma en que dos funciones pueden combinarse y producir una tercera
funcién se conoce como composicion de funciones. Consideremos la situacion si-
guiente.

El ingreso mensual / de una empresa depende del nimero x de unidades que
produce y vende. En general, podemos afirmar que I = f(x). Por lo regular, el nu-
mero x de unidades que pueden venderse depende del precio p por unidad que se fi-
ja al consumidor, de modo que x = g(p). Si eliminamos x de las dos relaciones I =

f(x)y x = g(p), tenemos
1= f(x) = f(gp)

Esta da I como una funcién del precio p. Obsérvese la forma en que I se obtuvo co-
mo una funcién de p utilizando la funcién g(p) como el argumento de la funcién f.
Esto nos conduce a la definicién siguiente.

DEFINICION  Sean [y g dos funciones. Sea x en el dominio de g de tal manera
que g(x) pertenezca al dominio de f. Entonces la funcion composicion f o g (1éase f
compuesta con g) se define por

(fo 9)(x) = f(g(x)
EJEMPLO 2 Seaf(x) = 1/(x —2)y gx) = Vx. Evalie:
a) (fo8)9) b) (f-g)4) c) (fe g)x)
d) (g °(6) e) (g H(l) 1) (g

Solucion
a) g9) = V9 = 3. Por tanto,

(fo)®) =f) =f3)=1/B-2)=1
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@ 24, Escriba expresiones para
(fo 2@y (g > H(x) en los
siguientes casos. En cada caso
proporcione el dominio de las
composiciones.

@) f@) =VI—xy
gx)y=x+1

b)f(x) = x %y g(x) = Vx —1

Respuesta a) (f o g)(x) = ij,
dominio x = 0;

(g o f)x) = V1 — x + 1, dominio
x=1 b)(fem))=&— D7,
dominio x > 1;

(gof)x) = Vx2—1,

dominio —1=x=1,x#0

b) g(4) = V4 = 2. Tenemos
(fog)d =fg@) =f2)=1/2-2)

Esto no esté definido. El valor x = 4 no pertenece al dominio de fo g, de mo-
do que (f o g)(4) no puede determinarse.

) gx) = Vax
1

(fo ) = (Fe) =f(VD) = 2= T——

d) f(6) = 1/(6 —2) =}

(g f)6) = g(f(6) = gy =+ =1
o f()=1/(1—2)=—1

(g o)D) = g(F (1) = g(~1) = V1

el cual no es un niimero real. No podemos evaluar (g o f)(1) porque 1 no pertenece
al dominio de g o f.

) f)=1/x=2) | 1 )
(8 °f)x) =g(f(X))=g(x_—2>= V-2V 3

El dominio de f o g estd dado por

D

fog={x|x€Dg y

g(x) € D,
Es posible demostrar que, para las funciones del ejemplo 2,

={x|x20 y x#4}

fog
y también

D, ,=l|lx>2 w24
EJEMPLO 3 (Ingresos) El ingreso mensual I obtenido por vender zapatos modelo

de lujo es una funcién de la demanda x del mercado. Se observé que, como una fun-
cién del precio p por par, el ingreso mensual y la demanda son

I=300p—2p* y x=300—-2p

(Coémo depende [ de x?

Solucion Si I = f(p) y p = g(x), I puede expresarse como una funcién de x por
medio de la composicion I = (fo g)(x) = f(g(x)). La funcién f(p) estd dada por I =
f(p) = 300p — 2p%. Sin embargo, con objeto de obtener g(x), debemos resolver la
relacion de demanda x = 300 — 2p de modo que expresemos p como funcién de x.
Obtenemos as{

p = 3(300 — x)

Sustituimos este valor de p en 'y simplificamos.
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I =300p — 2p?
=300 - 1(300 — x) — 2 - 1300 — x)

(150)(300) — 150x — %(3002 — 600x + x?)
150x — 0.5x2

Este es el resultado requerido, que expresa el ingreso mensual / como una funcién
de la demanda x en el mercado.

L ETEEE

(1-5) Calcule la suma, la diferencia, el producto y el cociente
de las dos funciones f'y g en cada uno de los siguientes ejerci-
cios. Determine los dominios de las funciones resultantes.

1. f(x) = x% gx) = ﬁ

2. fx) = x>+ 1; gx) = Vix
3. fx) = Vx—1;8(x) =

x+2
2x + 1

x+2

4. fx) =1+ Vo gx) =
5.0 = G+ 1P g0 =

(6-13) Dadas f(x) = x*>y g(x) = Vx — 1, evalie cada una de
las siguientes composiciones.

6. (fo2)5) 7. (gf)3)

8. (fo)(D) 9. (goN(=2)
10. (fo 2)(3) 11. (g f)(3)
12. (fo 2)(2) 13. (g - H(1)

42D Sifx) =1/2x + 1)y gx) = —\/)_c, evalde cada una
de las funciones siguientes.

14. (fo g) (1) 15. (fo ()
16. (fog) (—1) 17. (fo g)(4)
18. (g o ) (0) 19. (N0
20. (g o) (—1) 21. (g o f)(—>)

(22-32) Determine (f o g)(x) y (g o f)(x) en los siguientes ejer-
cicios.

22. f(x) = x% gx) =1+ x
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23, f(x) = Vx + 1; g(x) = 22

1
x+1

24, f(x) = cg) = Vx+1

25. f(x) = 2 + Vx; glx) = (x — 2)?
26. f(x) =x>+2;gx)=x—3
27. f(x) = Vx, glx) = 22

28. f(x) = |x|; gx) = 22
29. f(x) =x — 1; glx) = x7!

x+1
3

30. f(x) =3x— 1; glx) =
3. f(x) =3, 8(x) =7
32. f(x) = 4; g(x) = x*

(33-36) Encuentre f(x) y g(x) de tal manera que cada funcién
composicién f o g sea como estd escrita. (La respuesta no es
tnica. Elija f'y g de la manera mds simple).

3B. fo)x) = (2 + 1)°
4. (fog)x) = V2x +3

35. (fog)x) = 217

36. (fo g)x) = ﬁ

37. (Funcion de ingreso) La demanda x de cierto articulo esta
dada por x = 2000 — 15p, en donde p es el precio por
unidad del articulo. El ingreso mensual / obtenido de las
ventas de este articulo estd dado por I = 2000p — 15p%
(Cémo depende I de x?

38. (Funcion de ingreso) Un fabricante puede vender ¢ unida-
des de un producto al precio p por unidad, en donde 20p +



39.

40.

41.

3g = 600. Como una funcién de la cantidad ¢ demandada
en el mercado, el ingreso semanal total estd dado por R =
30g — 0.15¢>. (En qué forma depende R del precio p?

(Reaccion quimica) La velocidad a la cual un quimico se
produce en cierta reaccién depende de la temperatura 7' de
acuerdo con la férmula R = 75 + 3V/T. Si T varfa con el
tiempo de acuerdo a 7' = 3(¢ + 1), exprese R como una
funcién de ¢ y evalde R cuando ¢t = 2.

(Fisica) La velocidad de una cuerpo que cae varia con la
distancia recorrida de acuerdo con la férmula v = 8\/§ (W%
= velocidad en pies por segundo, y = distancia en pies).
La distancia que cae varia con el tiempo ¢ (en segundos) de
acuerdo con la férmula y = 1672 Exprese v como una fun-
cién de t.

Si fix) = ax — 4y g(x) = bx + 3, determine la condicién
sobre a y b tal que (f o g)(x) = (g o f)(x) para toda x.

42,

43.

Sif(x) =x+ayg() =1t+ b,demuestre que (fo g)(x) =
(8 o ).

(Construccion de viviendas) El nimero de viviendas cons-
truidas por aflo, NV, depende de la tasa de interés hipoteca-
ria r de acuerdo con la férmula

50

NO= Y00+

donde N estd en millones. La tasa de interés actualmente
estd en 12% y se predice que disminuird a 8% en los si-
guientes 2 afios de acuerdo con la férmula

8t

- 12—
o 1+ 24

donde ¢ es el tiempo medido en meses, a partir de ahora.
Exprese N como una funcién del tiempo ¢. Calcule el valor
de N cuando t = 6.

B 5-5 RELACIONES IMPLICITAS Y FUNCIONES INVERSAS

Cuando y es una funcién conocida de x, esto es, y = f(x), a menudo decimos que y
es una funcién explicita de la variable independiente x. Ejemplos de funciones ex-
plicitassony = 3x> = 7x + 5yy =5x + 1/(x — 1).

Algunas veces el hecho de que y sea una funcién de x se expresa indirecta-
mente por medio de alguna ecuacién del tipo F(x, y) = 0, en la cual tanto x como y
aparecen como argumentos de la funcién F del lado izquierdo. Una ecuacién de es-
te tipo se denomina una relacion implicita entre x y y.

EJEMPLO 1 Consideremos xy + 3y — 7 = 0. En esta ecuacion, tenemos una fun-
cion en el lado izquierdo que incluye tanto a x como a y y la ecuacién da una re-
lacién implicita entre x y y. En este caso podemos despejar y.

yx+3)=17
7
x+3

y:

Por lo que podemos expresar y como una funcién explicita. En este ejemplo, la re-
lacién implicita dada es equivalente a cierta funcién explicita. Este no siempre es el
caso, como los ejemplos siguientes sefialan.

EJEMPLO 2 Considere la relacién implicita x> + y> = 4. En este caso, de nuevo

podemos despejar y.

y2:4_x2

y=4+V4—-x2 o
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@ 25. Encuentre la funcién o
funciones explicitas que
corresponde a las siguientes
relaciones:

a)yx(y—2)=2y -1

byx> —(y+12=2

XX+ y?+6x—8y =0

2x — 1
Respuesta a) y = Y2
byy=—-1xVx2-2

y=4=*V25— (x + 3)?

Estas dos ultimas ecuaciones son funciones explicitas. Asi que la relacién implicita
x? + y?> = 4 conduce a las dos funciones explicitas,

y=+V4—-x* y y=-V4-x

EJEMPLO 3 Considere la relacién implicita x> + y> + 4 = 0. Si tratamos de des-
pejar y, obtenemos

y2:_4_x2

Cualquiera que sea el valor de x, el lado derecho de esta ecuacién es negativo, de
modo que no podemos extraer la raiz cuadrada. En esta situacion, la relacién impli-
cita no tiene solucién. (Decimos que su dominio es vacio).

EJEMPLO 4 y> + x3 — 3xy = 0. Esta relacién implica que y es una funcién de x,
pero no podemos escribir a y en términos de x; es decir, no podemos expresar a y
como una funcién explicita de x por medio de alguna férmula algebraica. @ 25

Cuando el hecho de que y sea una funcién de x esté implicado por medio de
alguna relacion del forma F(x, y) = 0, hablamos de y como una funcién implicita
de x. Como en el ejemplo 4, esto no necesariamente significa que en realidad poda-
mos encontrar alguna férmula que exprese a y como funcién de x.

Dada una relacién implicita F(x, y) = 0, por lo regular tenemos la libertad de
elegir cudl de las variables x o y serd la variable independiente. Consideremos la re-
lacién de demanda

2p +3x =12 @))

en donde x es la cantidad demandada al precio p por unidad. Esta ecuacion define a
p como una funcién implicita de x. Despejando a p, obtenemos

p=6-13x @)

la cual expresa a p como una funcién implicita de x. La gréfica de la ecuacion (2)
aparece en la figura 29.

2 4

FIGURA 29
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La ecuacién (1) podria pensarse también como una definicién de x como una
funcién implicita de p. Resolviendo la ecuacién (1) [o (2)] para x en términos de p,
obtenemos

x=4—%p 3)

La ecuacién (3) expresa la demanda x como una funcién del precio p. Aqui p se con-
sidera como la variable independiente y x como la variable dependiente. La grafica
de la ecuacion (3) aparece en la figura 30.

X

2 4

FIGURA 30

Asf que, la relacién dada en la ecuacién (1) no define una sino dos funciones
implicitas:

3 . . 2z
p =f(x) =6 —5x sip se considera una funcién de x
y también
2 . . : 2z
x=g()=4—35p sixseconsidera una funcién de p

Las dos funciones de f'y g, con

f@O=6—3x y gp)=4-3p

se denominan funciones inversas entre si.

En general, sea y = f(x) alguna funcién dada. La ecuacién y — f(x) = 0
representa una relacién implicita entre x y y. Si consideramos a x como la variable
independiente, podemos resolver esta relacion para y, obteniendo nuestra funcién
original, y = f(x). Por otra parte, puede ser conveniente considerar a y como la va-
riable independiente y resolver para x en términos de y. No siempre se puede hacer
esto, pero en caso afirmativo, la solucién se escribe como x = f~!(y) y f~! se cono-
ce como la funcion inversa de f.

Notas 1. f~'(y) no debe confundirse con la potencia negativa

1
-1 = —
O = 25

2. Si efectuamos la composicion de f'y su funcién inversa, encontramos que

e =x "y (fofHO)=y

En otras palabras, la composicién de 'y f ! da la funcidn identidad, esto es, la fun-
cién que deja la variable sin cambio.
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@ 26. Daday = f(x) como sigue, EJEMPLO 5 Encuentre la inversa de la funcién f(x) = 2x + 1.
encuentre x = f1(y).

a)y=3x+1, byy=x Solucion Haciendo y = f(x) = 2x + 1, debemos resolver para x como funcién
)y =x"+1 de y.
2x=y—1
x=2"= !
2

Por tanto la funcidn inversa estd dada por f~!(y) = (y — 1)/2. Las grificas de y =
f(x) y x = f~(y) aparecen en las figuras 30 y 31, respectivamente. Ambas graficas
en este caso son lineas rectas. Obsérvese que cuando dibujamos la grafica de x =
S1(y), el eje y se considera como el eje horizontal y el eje x como el eje vertical por-
que y es la variable independiente.

Respuesta a) x = 3(y — 1)
byx=y"% cyx=(— 1)

FIGURA 31 FIGURA 32
@ 27. La gréfica de f consiste en
s6lo los cinco puntos (1, 2), (2,3),  EJEMPLO 6 Determine la inversa de la funcién f(x) = x3 y trace su grifica.
(3, 1), (4, —1) y (5, 4). Determine
los valores de f(1), f~1(1), £~1(3), Solucion Haciendo y = f(x) = x3, despejamos x, obteniendo x = f~!(y) = y'/3.

f(5), f71(5). (Cudles son los Las graficas de y = f(x) y x = f~!(y) aparecen en las figuras 33 y 34, respectiva-
dominios de fy f~1? mente. @& 26, 27

y y=x X x =y

0 X - 0 =y

FIGURA 33 FIGURA 34

Respuesta f(1) =2, f~(1) = 3,
[7'3) =215 = 4, f7'(5) no estd Puede advertirse de estos dos ejemplos que las graficas de una funcién y =
deﬁn}df’- f(x) y su funcién inversa x = f~!(y) estdn muy relacionadas. De hecho, la gréfica de
Dominio de f = {1,2, 3, 4, 5}. la funcidn inversa se obtiene volteando la grafica de la funcién original de modo que

. 1 X ) . . .
Dominio de f (=1,1,2,3,4) los ejes de coordenadas queden intercambiados. Por ejemplo, colocando la grafica
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@ 28. Dada f(x) como sigue,
encuentre [~ !(x).
a)f(x) =2x — 4
b)f(x) =1+ x!

Respuesta a) f~'(x) = 2(x + 4)
by f7') = (x—1)"!

de y = x3 enfrente de un espejo de tal manera que el eje y esté horizontal y el eje x
sefale verticalmente hacia arriba. La reflexion que el lector observara serd la grafi-
ca de x = y!/3 que se aprecia en la figura 34.

Las gréficas de y = f(x) y x = f~!(y) constan de exactamente los mismos con-
juntos de puntos (x, y). La diferencia reside en que los ejes se dibujan en direccio-
nes distintas en los dos casos.

Sin embargo, algunas veces necesitamos considerar las graficas de fy f~! en
el mismo conjunto de ejes. Para hacer esto, debemos intercambiar las variables x y
y en la expresién x = f~!(y) y expresar a f~! en la forma y = f~!(x). Por ejemplo,
en el ejemplo 6 iniciamos con y = f(x) como y = x3 y encontramos la inversa x =
f~Yy) como x = y!/3. Pero, de igual forma bien podemos escribir esto como y =
flx), oy =x'3 @ 28

Existe una relacion interesante entre las gréficas de las funciones y = f(x) y
y = f~1(x) en los mismos ejes. La gréfica de cualquiera de estas funciones puede
obtenerse reflejando la otra grafica con respecto a la recta y = x. La figura 35 mues-
tra las graficas de la funcion f(x) = x3 y su funcidn inversa, f ~!(x) = x!/3, dibujadas
en los mismos ejes. Claramente, las dos graficas son reflexiones una de la otra con
respecto a larectay = x.

\j

FIGURA 35

En general, sea (a, b) cualquier punto sobre la grafica de y = f(x). Entonces
b = f(a). Se sigue, por tanto, que a = f~!(b), de modo que (b, a) es un punto sobre
la gréfica de y = f ~!(x). Ahora puede demostrarse* que los puntos (a, b) y (b, a) son
reflexiones uno del otro con respecto a la linea y = x. En consecuencia, para cada
punto (a, b) sobre la grafica de y = f(x), existe un punto (b, a) sobre la gréifica de
y = f~(x) que es la reflexién del primer punto con respecto a la linea y = x.

No toda funcién tiene inversa. Consideremos, por ejemplo, la funcién y = x2.
Expresando a x en términos de y, obtenemos

=y 0 x=*Vy

*Demuestre que la recta que une (a, b) y (b, a) es perpendicular a y = x y que el punto medio estd en
y=x
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@ 29. Poniendo una restriccién
adecuada al dominio de f; en cada
caso encuentre x = f~1(y):

a) f(x) = (x = 2y

b) f(x) = (x +2)*

o) f(x) = (x* — 4)?

Respuesta

a)x:2+\/;
sieldominioesx>2;x=2—\/§
si el dominio es x <2

b) x=—24+\/§six>—2;

X = —2—\/§si el dominio es x <
-2

Ox=V4+Vysix>2
x=-V4+Vysix< -2
r=V4-Vysi0=x<2
x=-V4-\Vysi-2<x=0

Asi que para cada valor de y en la regién y > 0, existen dos valores posibles de x.
En consecuencia, no podemos afirmar que x sea una funcién de y.

Este ejemplo se ilustra graficamente en las figuras 36 y 37. En la figura 36
aparece la grifica de y = x2, que es una pardbola que se abre hacia arriba. La figu-
ra 37 muestra la misma gréfica, pero con los ejes cambiados; esto es, el eje y es hori-
zontal y el eje x es vertical. Para cada y > 0, tenemos dos valores de x, x = + Vy
y x = Vy; por ejemplo, cuando y = 1, x tiene el valor +1 y —1, ambos de los cua-
les satisfacen la relacién y = x%

x=+1
AY
y=1 y:X2 - -
************** 0 y
| |
| |
! |
! |
| |
- l ! y X=-1
o ox=-1 0 x=+1  x
FIGURA 36 FIGURA 37

La gréfica de la figura 37 corresponde a dos funciones. La rama superior de
la pardbola es la grafica de x = +V'y, mientras que la rama inferior es la gréfica
de x = —\/5. Asf que, podemos decir que la funcién y = x? tiene dos funciones in-
versas, una dada por x = +\/§ la otra por x = —\/5.

En un caso como éste, es posible definir f ~! sin ambigiiedad alguna restrin-
giendo los valores de x. Por ejemplo, si x se restringe a la regién x = 0, y = 2 tie-
ne una inversa dnica x = +\/§. Por otra parte, si x se restringe a la regiéon x = 0, la
inversa estd dada por x = —\/;. Hacer una restriccién sobre x en esta forma signi-
fica restringir el dominio de la funcién original f. Concluimos, por tanto, que en
casos en que una funcién f (x) tiene mds de una funcién inversa, la inversa puede ha-
cerse Unica efectuando una restriccién apropiada sobre el dominio de /. @ 29

Vale la pena observar que una funcion f (x) tiene una inversa iinica siempre
que cualquier linea horizontal intersecte su grdfica en a lo mds un punto.

I :):rCicIOs 5-5

(1-14) Determine la funcién explicita o funciones que corres-
ponden a las siguientes relaciones implicitas.

2. 5x — 2y =120
4. 3xy + 2x — 4y =1

1. 3x + 4y =12
Jbxyy+tx—y=0

5.x2—y+x+y=0 6. X%y +xy? —x—y=0

7.2+ y2+2xy =4 8. 9x2 + y2 + 6xy = 25
9. 4x% + 92 = 36

1. Vx + Vy =1

10. 422 — 9y2 = 36
12. 2 + yx2 =6
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1302+ (22— 1)y—x=0
14. 2 = 3xy + 22 +x—1)=0

(15-24) Encuentre la inversa de cada una de las siguientes fun-
ciones. En cada caso, dibuje las graficas de la funcién y su in-
versa.

15.y=—-3x— 4 16. y =x — 1
17.p=4 - %x 18. g=3p+6
19.y =V3x—4 20.y:\/ﬁx+2

22.y=Vx
24, y=—-—V2—x
(25-30) Efectuando una restriccion adecuada sobre el dominio

de cada una de las siguientes funciones, determine una funcién
inversa.

2l.y = x5
23. y=V4 —x

25.y = (x + 1)? 26. y = (3 — 2x)?

27,y = x*/3 28. y=Vx +1
29.y:|x—l| 30.y:|x|—1

B ::rAsO DEL CAPITULO 5

Términos, simbolos y conceptos importantes

5.1 Funcién, valor de una funcién; dominio y rango de una
funcién.
Variable independiente o argumento, variable dependiente.
Gréfica de una funcién. Prueba de la recta vertical.
Funcién polinomial, grado. Funciones lineal, cuadrética y
cubica.
Funcién racional, funcién algebraica, funcién trascen-
dental.

5.2 Pardbola, vértice y eje.

5.3 Funcion potencia, f(x) = ax". Graficas de funciones poten-
cia para diferentes valores de n.
Circulo, férmula del centro-radio. Ecuacién general de un
circulo. Curva de transformacién de productos.
Funcién valor absoluto y su gréfica.

5.4 Suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones.
Composicion de dos funciones: fo g.

5.4 Relacién implicita, funcién implicita.
La inversa /! de una funcién f.
Relaciones entre las gréficas de fy f~.

Férmulas
Siy = ax®> + bx + ¢ = f(x), entonces el vértice estd en x =
—b/2a,y = f(—bl2a).

Sif(x) = ax* + bx + ¢, y a > 0, entonces f es minima cuando
x = —b/2a;sia <0, entonces f'es maximo cuando x = —b/2a.

Férmula centro-radio: (x — h)> + (y — k)?> = r?

Ecuacién general de un circulo: x> + y> + Bx + Cy + D = 0

I R0BLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 5

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cdmbielo
por una proposicién verdadera correspondiente.

a) El dominio de fix) = (\/)_c)2 es el conjunto de todos los
nimeros reales.

b) Una funcidén es una regla que asigna a cada elemento
del dominio al menos un valor del rango.

¢) Una curva dada es la grafica de una funcion sea cualquier
recta vertical corta a la curva en a lo més un punto.

lx - 2|

d) El rango de g(x) = — es {1}

. x2—4
e) Sigl) = p—

para toda x.

y fix) = x + 2, entonces f(x) = g(x)

H Sify g son dos funciones, entonces f+ g, f— gy fg
tienen el mismo dominio.

g) Siftiene funcién inversa, entonces la gréfica de ! es la
reflexion de la grafica de f con respecto a la rectay = x.

h) Sify g son dos funciones tales que fo gy g o f estdn
definidas, entonces fo g = g o f.

i) La funcién inversa de la funcién fix) = 5x — 2 es g(x)
_x+t2
5
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Jj) La gréfica de cualquier funcién cuadritica es una para-
bola.

k) Para cualesquiera valores de a y b, la funcién f{x) =
ax + b representa una recta.

) La gréfica de cualquier recta siempre representa la gra-
fica de una funcidn.

m) El dominio de la funcién cociente (f/g)(x) consiste en
todos los nimeros que pertenecen al mismo tiempo al
dominio de f'y al dominio de g.

n) La relacion 4x + S5xy + 8y = 10 define de manera im-
10 — 4x
5x + 8
0) Una funcién f(x) tiene una inversa Unica siempre que
cualquier recta horizontal interseque a su gréfica en a lo
mds un punto.

plicita a la funcién y(x) =

(2-6) Una funcion f que satisface la propiedad f(x) = f{—x), pa-
ra todo x en su dominio, se denomina funcion par. Mientras
que si para toda x en su dominio satisface f{—x) = —f(x), se co-
noce como funcion impar. Determine si las siguientes funcio-
nes son par, impar o ninguna de éstas.

2. fix) = 3x

S
=TT
4. fx) = |22 —2x + 2|

5. flx) = 3x* — 5x3 + 21x2 — 8x + 11
6. fx) =0

7. Proporcione un ejemplo de una funcién que satisfaga la
propiedad fix + y) = fix) + f(y), para todos los valores de
Xy y en su dominio.

8. Dos funciones f'y g se dice que son iguales si fix) = g(x)
para toda x del dominio y D; = D,. Con este criterio, deter-
mine cudl o cudles de las siguientes funciones son iguales a

f(x):xz-i-x

a) gx)=x+1

B) A = Vxt + 263 + x2

) h(x) = T

) Gx) = xs;ﬁ
@B+ +1

D H =T e

(9-14) Determine una ecuacién de la circunferencia que cum-
ple con las condiciones dadas.

9. Centro en (1, —1) y radio 4.

10. Radio 5, se encuentra en el primer cuadrante y toca a los
dos ejes coordenados.

11. Pasa por el origen, y por los puntos (1, 1) y (1, —1).

12. Su centro estd en el eje x, tiene radio 3 y pasa por el punto
2, =3).
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*13. Un didmetro es el segmento de recta que une los puntos
1, Dy 7,9).

14. Tiene radio 2 y es concéntrica a la circunferencia x> +
y2+2x — 4y + 4 =0.

15. Una circunferencia con radio igual a 3 y centro en el pun-
to (—2, k) pasa por el punto (1, 8), determine el valor de k.

16. Determine una ecuacion de la circunferencia con centro en
(=5, —12) y que pasa por el origen.

(17-22) Determine si cada una de las ecuaciones siguientes re-
presenta una circunferencia. En caso afirmativo, determine su
centro y radio, y los puntos (si existen) en donde corta a los ejes
coordenados.

17. > +y> —4x + 10y + 20 =0

18. x2 + y? + 20x + 16y + 148 = 0
19. 2+ 2+ 2x+3=0

20. x> +y2—8x+6y+9=0

21. x2 + y> + 20x + 30y + 289 =0
22. 32 +y2 — 4x + 14y + 100 = 0

(23-26) Para cada una de las siguientes funciones, determine el
dominio y dibuje su grafica.

23. fix) = Vx — 1
24. g(x) = Vx> —6x+9

9—x2
25. F()C) = m

26. G(x) = V16 — x2
27. Sifix) =x2y gx) = xlj’ calcule fogy gof
28. Sifl) =5 +xyglx) = |x|,calcule fogygof

29. Determine f{x) y g(x) tales que (fo g)(x) = Vx? + 1. (La
respuesta no es dnica).

. 1
30. Determine f(x) y g(x) tales que (f o g)(x) = 3 o0 (La
respuesta no es tnica). .

31. (Ingresos mensuales) La sefiora Benitez tiene una nueva
propuesta de trabajo, con sueldo base de $2000 mds una
comisién de 8% de las ventas totales que haga por arriba
de 10 paquetes de computo. Recuerde, del capitulo ante-
rior, que cada paquete la sefiora Benitez lo vende en $6000.

Exprese sus ingresos mensuales, /, como una funcién de x,
en donde x es el nimero de paquetes de computo que ven-
de en un mes.

a) (Cudl es el dominio de la funcién?

b) (Cuadl sera su salario mensual si vende 12 paquetes de
cémputo?

¢) (Cudl serd su salario mensual si vende 8 paquetes de
cémputo?



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

(Funcion de costo) El costo por enviar un paquete en pri-
mera clase es de $10 por un paquete de 5 kilogramos y tie-
ne un costo de $13 enviar un paquete de 11 kilogramos.
Suponiendo que la relacién entre el peso del paquete y el
costo de su envio sea lineal, determine:

a) El costo, C, en funcién del peso, p.
b) El costo por enviar un paquete de 20 kilogramos.

El ingreso [ por cierto articulo depende del precio p por
unidad y estd dado por la funcién I = h(p) = 600p — 2p>.
El precio p fijado por unidad es una funcién de la deman-
da x, y estd dado por p = fix) = 20 — 0.2x. Determine (% o
H(x) e interprete su resultado.

(Alquiler optimo) Rail Espinosa, propietario de un edificio
de apartamentos, puede alquilar todas las 60 habitaciones
si fija un alquiler de $120 al mes por apartamento. Si el al-
quiler se incrementa en $5 dos de las habitaciones queda-
ran vacias sin posibilidad alguna de alquilarse.

Suponiendo que la relacién entre el nimero de apartamen-
tos vacios y el alquiler es lineal, determine:

a) El ingreso en funcién del alquiler mensual por aparta-
mento.

b) El ingreso en funcién del nimero de habitaciones ocu-
padas.

¢) El alquiler que maximiza el ingreso mensual.

(Tarifa optima) Una revista tiene 5000 suscriptores cuando
fija una cuota anual de $500.

Por cada disminucién de $1 en la cuota anual, puede obte-
ner 25 suscriptores mas. ;Qué cuota maximiza el ingreso
anual por suscripciones?

(Curva de demanda) Un fabricante puede vender x unida-
des de su producto a p délares por unidad, con x y p rela-
cionadas por

2x% + p? + 200x + 150p = 60,000

Dibuje la curva de la demanda. ;Cudl es el precio mds alto
por encima del cual no hay posibilidad de ventas?

(Ingresos y utilidades mdximas) Los costos fijos semanales
de una empresa por su producto son de $200 y el costo va-
riable por unidad es de $0.70. La empresa puede vender x
unidades a un precio de $p por unidad, en donde 2p = 5 —
0.01x. ;Cudntas unidades deberdn producirse y venderse a
la semana de modo que obtenga:

a) Ingresos maximos?
b) utilidad maxima?

Un fabricante puede vender x unidades de su producto a un
precio de p por unidad, en donde 3p + 0.1x = 10. Como
una funcion de la cantidad, x, demanda en el mercado, el
ingreso I estd dado por I = 3x — 0.02x%. Determine la for-

39.

40.

ma funcional de la dependencia de / con respecto del pre-
cio p.

(Inversion hipotecaria) El nimero de créditos hipotecarios
al afio, IV, depende de la tasa de interés, r, de acuerdo con
la expresion
80

1+ 0.0172
donde N estd en miles de créditos. La tasa de interés actual-
mente estd en 10% y se predice que disminuird a 5% en los
siguientes 18 meses de acuerdo con la férmula

10t
t+ 18
donde ¢ es el tiempo medido en meses a partir de ahora.

N(r) =

) =10 —

a) Exprese N como una funcién del tiempo ¢
b) Calcule el valor de N cuando r = 6

(Publicidad y ventas) El nimero y de unidades vendidas
cada semana de cierto producto depende de la cantidad x
(en délares) gastada en publicidad y estd dada por y = 70
+ 150x — 0.3x2

(Cudnto deberia gastarse a la semana en publicidad con
objeto de obtener un volumen de ventas maximo? ;Cudl es
el volumen de ventas maximo?

(41-44) Resuelva las relaciones implicitas siguientes para ex-
presar a y como funcién explicita de x

41.
42.
43.
44.

6x% + y2 = 10
xy =10
X2y +2xy+y—33—6x2—3x—10=0

Vx —Vey =30

(45-48) Determine la inversa de cada funcion.

45.
46.
47.
48.
49.

y=3x—-17
y = x>+ 2x, parax = —1
y=VI8 —2x%, para0 =x =3
_x—1
YT
(Tamario de poblacion) El tamafio de una poblacion de zo-

rros en una reserva natural en el instante ¢ (medido en
afios), estd dado por
350
=400 — ——~
P =400 = =757

a) Determine la poblacién inicial, p(0).

b) (Cudl es el tamafio de la poblacién después de 3 afios?
(Redondee al entero mas cercano).

¢) (Cudl es el tamaifio de la poblacién después de 10 afios?
(Redondee al entero mds cercano).

a) Determine la funcién inversa, expresando a # como una
funcién de p, para t = 0.

*e¢) El tamafio de la poblacién, ;cudndo serd de 300 zorros?
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CASO DE ESTUDIO

;{CUANDO RECOLECTAR PECES?

Retomando el problema planteado al inicio del capitulo, mos-
tramos la gréfica de la funcién N(#), que representa al nimero
de peces que hay en la granja piscicola en el instante ¢.

Numero de peces en el piscicultivo

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

El problema era determinar el mes mds adecuado para hacer
la recoleccién de 2500 peces. El mejor mes, es aquel en que el
tiempo de recuperacion de los 2500 peces sea el menor posible.

De la gréfica vemos que si hacemos la recoleccién en el
mes 5, en donde hay un poco mds de 5000 peces, se necesita-
rian aproximadamente 5 meses para recuperar los peces reco-
lectados.

Ahora bien, si la recoleccion se hiciera en el mes 30 se ne-
cesitarfa aproximadamente de 10 meses para que la poblacién
recuperara los 2500 peces que se recolectaran. Como se hizo
notar al inicio del capitulo, la grafica nos muestra que el creci-
miento mds rdpido es alrededor del mes 10. De hecho guiados
por la gréfica y la tabla siguiente vemos que, si la recoleccion
se hace en el mes 13, s6lo se necesitarian 3 meses para recupe-
rar los 2500 peces recolectados.

a) Si se tuviesen que recolectar 3000 peces, ;cudl seria el
mes mds adecuado para hacerlo?

Mes (1)
b) (Cual serfa su respuesta si la recoleccion necesaria fue-
se de 50007

t N(@) t N(@) t N@) t N(@) t N@)
0 2500

1 2921 11 10170 21 17245 31 19485 | 41 19913
2 3399 12 11066 22 17645 32 19568 | 42 19927
3 3938 13 11945 23 17994 33 19638 | 43 19939
4 4538 14 12794 24 18297 34 19697 | 44 19949
5 5200 15 13601 25 18557 35 19746 | 45 19958
6 5922 16 14358 26 18780 36 19788 | 46 19965
7 6699 17 15058 27 18971 37 19822 | 47 19970
8 7523 18 15697 28 19133 38 19851 48 19975
9 8385 19 16274 29 19271 39 19876 49 19979
10 | 9272 20 16789 30 19387 40 19896 | 50 19983
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CAPITULO

Logaritmos
y exponenciales

Antigiiedad de los fosiles

No es extrafio ver que de cuando en cuando en el periddi-
co se anuncian hallazgos arqueoldgicos, y en ellos apare-
cen declaraciones como las siguientes: “...este trilobite vi-
vi6 alrededor de hace 570 millones de afios...”, “...los
utensilios de piedra datan de 15,000 afios...” o bien “...el
hueso procedente de una cueva del Perd indica que en la
era Cenozoica, hace aproximadamente 66.4 millones de
afios, el megaterio vivia en esta zona...”.

(Como es que pueden hacer estas afirmaciones?
(Qué método utilizan para datar fésiles y, en general,
muestras antiguas?

Actualmente existen diferentes pruebas para fechar.
Algunas de ellas tienen como base la desintegracion radiac-
tiva de is6topos de ciertos elementos; otras mas avanzadas
hacen uso de técnicas fisicas conocidas como termoluminis-
cencia. Pero tal vez la mds popular de todas es la que se

TEMARIO

conoce como la prueba del Carbono 14 (C'#), ideada por
el fisico estadunidense Williard F. Libby en 1946. Este
C'4 es radiactivo y los seres vivos lo asimilan en su orga-
nismo y mientras viven tienen una proporcién de C'4
igual a la que existe en la atmdsfera; pero cuando mueren,
el C'* que se desintegra ya no se recupera, pues ya no se
tiene intercambio de materia con el medio, por lo que en
los restos de los seres vivos se va desintegrando el C'4,
que se transforma en el carbono ordinario.

Después de aproximadamente 5730 afios, la propor-
cién de C'* con respecto al total queda reducida a la mi-
tad. Asi, si se determina el contenido de C'* de un f6sil,
puede determinarse con relativa precision la época de la
que procede.

Al final del capitulo, y después de estudiar las fun-
ciones exponenciales y logaritmicas calcularemos las an-
tigiiedades de unos f6siles.

6-1 INTERES COMPUESTO Y TEMAS RELACIONADOS

6-2 FUNCIONES EXPONENCIALES

6-3 LOGARITMOS

6-4 APLICACIONES Y PROPIEDADES ADICIONALES DE LOS LOGARITMOS
REPASO DEL CAPITULO
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B 6-1 INTERES COMPUESTO Y TEMAS RELACIONADOS

Considere un capital, digamos $100, que se invierte a una tasa de interés fija, tal co-
mo 6% anual. Después de un afo, la inversion se habrd incrementado en valor en un
6%, a $106. Si el interés es compuesto, durante el segundo afio, la suma total de
$106 ganard un interés del 6%. Asi que el valor de la inversion al término del se-
gundo afio constard de los $106 existentes al inicio de tal afio, més el 6% de $106
por concepto de interés, lo que da un valor total de

$106 + (0.06) ($106) = (1 + 0.06)($106) = $100(1.06)*> = $112.36

Durante el tercer afo, el valor se incrementa en una cantidad de interés igual al 6%
de $112.36, lo que da un valor total al finalizar el afio de

$112.36 + $112.36(0.06) = $100(1.06)*

En general, la inversion crece por un factor de 1.06 con cada afio que pasa, de mo-
do que después de n afios su valor es $100(1.06)".

Consideremos el caso general de una inversiéon que crece con interés com-
puesto. Sea P una suma invertida a una tasa de interés del R por ciento anual. Lue-
go, el interés en el primer afio es (R/100)P, de modo que el valor de la inversién
después de 1 afio es

P+<L>P=P(1 +L>=P(l + i)
100 100

en donde i = (R/100).
El interés en el segundo afio serd el R por ciento de este nuevo valor, P(1 + i):

Interés = (L>P(l + 1)
100

Por tanto, el valor después de 2 afios es

N (R N — : R\ _ N2
P+ i) + (100)13(1 +i)=P( + z)(l + 100) P+ i)

Observemos que cada afio el valor de la inversiéon se multiplica por un factor de
1 + i de su valor el afio previo. Después de n afos, el valor estd dado por la férmula.

R
Valor d S fios = P(1 + i), i=——
alor después n afios ( i) i 100

La expresion (1 + i)" puede evaluarse para algunos valores de i y n utilizando la ta-
bla A.3.4 o utilizando una calculadora que tenga la tecla y*.
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@ 1. $4000 se invirtieron al 9%
por afio. ;Cudl es el valor después
de a) 5 anos; b) 11 afos?

Respuesta
a) $4000(1.09)° = $6154.50
b) $4000(1.09)" = $10,321.71

@ 2. Sila tasa nominal anual es
12%, cudl es la tasa de interés en
cada composicién cuando ésta se
realiza a) semestralmente;

b) trimestralmente;

¢) mensualmente;

d) diariamente?

Respuesta a) 6%; b) 3%
c) 1%; d) (12/365)%

@ 3. $4000 se invierte a una tasa
nominal de 9% anual. ;Cudl es el
valor después de 5 afios si la
composicion se realiza a)
semestralmente; b) trimestralmente,
¢) mensualmente?

Respuesta

a) $4000(1.045)'0 = $6211.88
b) $4000(1.0225)* = $6242.04
¢) $4000(1.0075)®° = $6262.72

EJEMPLO 1 (Inversiones) Una suma de $200 se invierte a un interés compuesto
anual del 5%. Calcule el valor de la inversion después de 10 afios.

Solucién En este caso R = 5e i = R/100 = 0.05. Después de n afos, el valor de
la inversion es

P(1 + )" = 200(1.05)"
Cuando n = 10, esto es
200(1.05)!9 = 200(1.628895) = 325.78

El valor de esta inversion es por tanto $325.78. @ 1

En algunos casos, el interés se capitaliza mds de una vez por afio, por ejem-
plo, semestralmente (2 veces por afo), trimestralmente (4 veces por afio) o mensual-
mente (12 veces por afio). En estos casos, el porcentaje R de la tasa de interés anual,
la cual por lo regular se cotiza, se denomina la tasa nominal. Si se compone k ve-
ces por afio y si la tasa de interés nominal es del R por ciento, esto significa que la
tasa de interés en cada composicién es igual al (R/k) por ciento. En n afios, el ni-
mero de composiciones es kN. @& 2

Por ejemplo, a un interés nominal del 8% compuesto trimestralmente, una in-
version se incrementa al 2% cada tres meses. En 5 afos, habria 20 de tales compo-
siciones.

En el caso general, sea n = Nk el nimero de periodos de composicién e i =
R/100k la tasa de interés (decimal) por periodo. Entonces la férmula de interés
compuesto se transforma en:

R

Valor d és d iodos = P(1 + i), i=——
alor después de n periodos ( i) i 00K

EJEMPLO 2 (Interés anual capitalizable mensualmente) Una suma de $2000 se
invierte a una tasa de interés nominal del 9% anual capitalizable mensualmente.
Calcule el valor de la inversion después de 3 afios.

Solucion Aqui k = 12, la inversion se capitaliza mensualmente y la tasa de interés
en cada capitalizacién es R/k = % = 0.75%. De modo que en cada capitalizacion,
el valor se incremente por un factor

R

. _(,. 075
a +z)—<1 + 100k> (1

+——]=1.0075
100)

Durante 3 afios, habrd n = 3 - 12 = 36 de tales capitalizaciones. De aqui, el valor
sera

2000(1.0075)% = 2000(1.308645) = 2617.29 ddlares @ 3
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@ 4. En el ejemplo 2, jcudl es la
tasa efectiva anual si la compo-
sicién es trimestral en vez de men-
sual?

Respuesta
100[(1.0225)* — 1]% = 9.308%

EJEMPLO 3 (Composicion trimestral) ;Cudl es la tasa de interés nominal re-
querida para duplicar el valor de una inversién en 5 afos, con composicion cada 3
meses?

Solucién En 5 afios hay 5 + 4 = 20 periodos de interés. Una inversién de P aumen-
ta a 2P, de modo que tenemos la ecuacion

Valor después de 20 periodos = P(1 + i) = 2P

(1+i0=2

Por tanto,
(1 + i) = 270 = 1.03526%*

de modo que i = 0.03526. Pero, i = R/100k = R/(100 - 4) = R/400, donde R es
la tasa nominal anual. Por consiguiente, R = 400i = 400(0.03526) = 14.11. Una ta-
sa de interés nominal de 14.11% anual es la requerida.

La tasa efectiva de interés de una inversion se define como la tasa anual que
proporcionaria el mismo crecimiento si se compone una vez por afio. Considere una
inversion que se compone k veces por afio a una tasa de interés nominal de R%. En-
tonces, la inversion crece por un factor de (1 + i)* en un afio, en donde i = R/100k.
Sea R la tasa de interés efectiva e i, = R_;/100. Entonces, por definicion, la inver-
sién crece por un factor de (1 + i ) cada afio, de modo que tenemos

L+ iy = (1 + if

lo cual permite que se calcule la tasa efectiva.
En el ejemplo 2, por ejemplo, (1 + i) = 1.0075 y kK = 12. Por tanto,

iy =(1+ i —1=(1.0075)"2 — 1 = 0.0938

De modo que R, = 100i,, = 9.38 y tenemos una tasa de interés efectiva anual de
9.38%. @ 4

EJEMPLO 4 ;Qué es mejor para un inversionista, 12% compuesto mensualmente
0 12.2% compuesto trimestralmente?

Solucion Calculamos la tasa efectiva de cada una de las dos inversiones. Para la
primera, i = 0.01 y k = 12, de modo que

iy =+ —1=(1.0D"2—1=0.126825

*Utilizando la tecla y* de una calculadora: 2120 = 2005 = 1,03526.
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Para la segunda, i = 0.0305 y k = 4, de modo que
i, = (1 +if—=1=(1.0305*—1=0.127696

La segunda tiene una mayor tasa efectiva, por lo que es la mejor de las dos.

Problemas de crecimiento poblacional

La férmula de interés compuesto se aplica a cualquier cantidad que crece de acuer-
do con un porcentaje regular cada afio. Por ejemplo, una poblacién de tamafio ini-
cial P, que crece a un R por ciento anual tendrd, después de n afios, un tamafio de
Py(1 + )", en donde i = R/100.

EJEMPLO 5 (Crecimiento de la poblacion) La poblacion del planeta al inicio de
1976 era de 4 mil millones y ha crecido a un 2% anual. ;Cudl serd la estimacién
de la poblacion en el afio 2000, suponiendo que la tasa de crecimiento no se modifica?

Solucion Cuando una poblacién crece al 2% anual, esto significa que su tamafio
en cualquier instante es 1.02 veces lo que fue un afio antes. Asf, al inicio de 1977,
la poblacién era (1.02) X 4 mil millones. M4s atn, al inicio de 1978, era (1.02) ve-
ces la poblacién al iniciar el afio de 1977, esto es, (1.02)? X 4 mil millones. Conti-
nuamos encontrando la poblacién en una forma similar, multiplicando por un factor
de 1.02 por cada afio que pasa. La estimacion de la poblacién al inicio del afio 2000,
es decir, después de 24 afos, serd de

(1.02)** X 4 mil millones = 1.608 X 4 mil millones = 6.43 mil millones

EJEMPLO 6 (Crecimiento del PNB) La poblacion de cierta nacién en desarrollo
crece al 3% anual. ;Cudnto debe incrementarse por afio el producto nacional bruto,
si el ingreso per cdpita debe duplicarse en 20 afios?

Solucién Denotemos a la poblacion actual por P,. Por tanto, dado que la poblacién
se incrementa por un factor de (1.03) cada afio, el tamafio de la poblacién después
de n afios serd

P = Py(1.03y

Sea I, el producto nacional bruto (PNB). El ingreso per cépita actual se obtiene di-
vidiendo esta cantidad /; entre el tamaiio de la poblacién, de modo que es igual a
1,/ P,

Si el PNB se incrementa a un R por ciento anual, cambiard por un factor de
1 + i por cada afio, en donde i = R/100. Por tanto, después de n afios, el PNB es-
t4 dado por

I=11+iy

El ingreso per cdpita después de n afios es, por tanto,

1L+ 10<1 +i>n
P P03y P,

P\ 1.03
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@ 5. En el ejemplo 6, si el PNB
crece 5% por afio, ¢en qué factor

per cdpita aumentard el ingreso al
cabo de un periodo de 20 afios?

Respuesta (

1.05

1.03

20
) = 1.469

Deseamos calcular el valor de R para el cual el ingreso per cdpita cuando n = 20 es
igual a dos veces su valor actual, /; / P,. En consecuencia, tenemos la ecuacion

I (1 + i)zo I,
—— =20
P P\ 103 P,

Se sigue que

(1 + i)zo
=2
1.03

Por tanto

1+
1.03

- 21/20

de modo que 1 + i = (1.03)(2"?%) = (1.03)(1.0353) = 1.066. Asi que i = 0.066 y
R = 100i = 6.6. En consecuencia, el PNB tendria que incrementarse al ritmo de un
6.6% anual si debe lograrse la meta fijada. @ 5

La ecuacion de crecimiento exponencial tiene que aplicarse a problemas de
poblacién con cierta cautela. Una poblacién que crece lo hard exponencialmente,
con tal de que no haya factores del medio ambiente que limiten o influyan de algu-
na otra manera el crecimiento. Por ejemplo, si la provisiéon de alimentos disponibles
a la poblacién de cierta especie esta limitada, el crecimiento exponencial debera ce-
sar eventualmente a medida que la provision de alimentos llega a ser insuficiente pa-
ra la poblacién que todavia estd creciendo. Entre otros factores que inhiben el cre-
cimiento indefinido esta la disposicion de refugio para las especies, el cual por lo
regular es limitado, la interaccidn con especies depredadoras, factores sociol6gicos
que podrian hacer mds lenta la expansion de la poblacién en circunstancias de haci-
namiento y, por ultimo, la disponibilidad limitada de espacio fisico para la pobla-
cion. Factores como éstos tienden a frenar el crecimiento exponencial y provocan
que se estacione en algtn valor que es la poblacién maxima que el hédbitat determi-
nado puede sostener.

Es evidente en estos tiempos que tales restricciones estdn impuestas sobre la
poblacién humana, y parece bastante probable que la humanidad no crecera expo-
nencialmente durante las décadas siguientes. Asi, las futuras proyecciones de la
poblacién humana en periodos largos basadas en la ecuacién de crecimiento expo-
nencial deberdn refinarse. Ellas indican lo que sucederia si la tendencia actual con-
tinda, la cual puede ser diferente de lo que sucederd en realidad.

Composicién continua

Suponga que una cantidad de dinero, digamos $100, se invierte a una tasa de inte-
rés de 8% compuesta anualmente. Cada afio el valor de la inversiéon aumenta por un
factor de 1.08, de modo que después de N afios, es igual a $100(1.08)". Por ejem-
plo, después de 4 afios, la inversion tiene un valor de $100(1.08)* = $136.05.

224 CAPITULO 6 LOGARITMOS Y EXPONENCIALES



@ 6. Suponga que $1 se invierte
a una tasa nominal de 100%,
compuesto k veces por afio. ;Cudl
es el valor después de un afio?
Compare los valores con cuatro
decimales cuando k = 365
(composicion diaria).

TABLA 1
Valor después
k de 4 aios
1 $136.05
2 $136.86
4 $137.28
12 $137.57
52 $137.68
365 $137.71
1000 $137.71

Respuesta Valor = (1 + Df =
2.7146 cuando k = 365

Ahora supongamos que la inversién de $100 se compone semestralmente y
que la tasa nominal de interés se mantiene en 8% anual. Esto significa que la tasa
de interés semestral es de 4%. Entonces, cada medio afio, el valor de la inversion
crece por un factor de 1.04. En un periodo de N afios hay 2N de tales composicio-
nes semestrales; asi después de N afios la inversién tiene un valor de $100(1.04)V,
Por ejemplo, 4 afios después el valor es $100(1.04)% = $136.86.

Ahora considere la posibilidad de que la inversiéon se componga cada 3 me-
ses, otra vez con la tasa nominal de interés anual de 8%. Entonces, la tasa de inte-
rés trimestral es igual a & 0 2%. Cada trimestre el valor aumenta por un factor de
1.02, de modo que cada afio se incrementa por un factor de (1.02)*. En un periodo
de N afios, el valor aumenta a $100(1.02)*". Por ejemplo, después de 4 afios el va-
lor es $100(1.02)'¢ = $137.28.

Podemos continuar de esta manera: dividimos el afio en k periodos iguales y
componemos el interés al final de cada uno de estos periodos a una tasa nominal de
interés anual de 8%. Esto significa que la tasa de interés para cada periodo es de 8 /k
por ciento y la inversién aumenta en valor por un factor de 1 + 0.08 /k para cada
uno de estos pequefios periodos. Durante N afios hay kN de tales periodos de com-
posicién, de modo que el valor después de N afios estd dado por la férmula 100(1 +
0.08/k)*N ddlares. Por ejemplo, después de 4 afios el valor es

4k
100(1 + %) dolares @ 6 @))

La tabla 1 muestra estos valores para diferentes valores de k. Primero damos k£ = 1,
2y 4ydespués k = 12, 52 y 365, que corresponden respectivamente a composicion
mensual, semanal y diaria. Por dltimo, por comparacién damos para k = 1000. Pue-
de verse que conforme la frecuencia de composicién se incrementa, el valor de la
inversion también aumenta; sin embargo, no aumenta de manera indefinida, sino
que se hace cada vez mds cercana a cierto valor. Al centavo mds proximo, no hay
diferencia entre componerlo 365 veces en un afio y componerlo 1000 veces en un
afio; el valor de la inversién después de 4 afios aun serd $137.71.

A consecuencia de eso, podemos prever la posibilidad de lo que se denomina
composicion continua. Con esto queremos decir que el nimero & se le permite vol-
verse arbitrariamente grande; decimos que k se le permite tender a infinito y escri-
bimos esto como k — oo. Esto corresponde a componer el interés un niimero infini-
to de veces durante el afio. Con nuestros $100 invertidos a la tasa nominal de 8%
anual, la composicién continua da un valor de $137.71 después de 4 afios, el mismo
valor que a una composicion diaria.

Escribamos k = 0.08p en la expresion (1), lo cual da el valor de la inversion
después de 4 afios. Entonces, 4k = 0.32p y el valor después de 4 afios toma la
forma

4k 0.32, 0.32
100(1 + M) = 100(1 + i) = 100[(1 + i)]
k p p

SECCION 6-1 INTERES COMPUESTO Y TEMAS RELACIONADOS 225



TABLA 2

1 2
2 2.25
10 2.594
100 2.705
1000 2717
10,000 2.718

@ 7. Evalie a) ¢!
b) e~125

Respuesta a) 8.1662
b) 0.2865

La raz6n para escribirla en esta forma es que cuando kK — oo, entonces p =
k/(0.08) también se vuelve arbitrariamente grande y la cantidad dentro de los cor-
chetes, (1 + 1/p)?, se hace cada vez mds cercana a cierta constante cuando p — oo.
Esto puede verse de la tabla 2, en la que los valores de (1 + 1/p)? se dan para una
serie de valores crecientes de p. El eventual valor de p, al cual (1 + 1/p)? se apro-
xima cuando p aumenta de manera indefinida es un nimero denotado por medio de
la letra e. Este niimero es irracional e igual a 2.71828 a cinco decimales.

En el ejemplo anterior de composicién continua, vemos que cuando p — oo,
el valor de la inversién después de 4 afios se hace cada vez mds cercano a 100e%3
dolares.

Examinamos la composicion continua para el caso general cuando se invierte
una suma P. El interés serd compuesto k veces en un afio a la tasa de interés nomi-
nal anual de R por ciento. Entonces, la tasa de interés en cada composicién es R/k
por ciento. En cada composicidn, el valor aumenta por un factor de 1 + i/k en don-
de i = R/100. Después de N afios, durante los cuales habran sido kN de tales com-
posiciones, el valor serd P(1 + i/k)*N.

Introducimos p = k/i, o k = ip. Entonces, kN = piN y el valor después de N

anos es
iN iN
P(l + l)'] = P[(l + lﬂ
p 14

Para composicién continua debemos hacer a k — oo; esto significa que p = k/i tam-
bién se vuelve infinitamente grande. La cantidad dentro de los corchetes se hace ca-
da vez mds préxima a e cuando p — oo, de modo que el valor de la inversion se Pe™™.

Asi, hemos demostrado que si una cantidad P se compone de manera conti-
nua a una tasa nominal anual de R por ciento,

. R
Valor después de N afios = PelV; [i=——
alor despues de anos e (l 100)

Los valores de la expresion ¢V pueden encontrarse en el apéndice III, tabla A.3.3.
También pueden obtenerse con muchas calculadoras de bolsillo.

EJEMPLO 7 Utilizando la tabla A.3.3 o una calculadora, encuentre los valores de
lo siguiente:

a) 2 b) 355 C) e 024

Solucion Utilizamos la tabla A.3.3.
a) e =17.3891 b) &35 = 34813 c) e 0% = (.7866

(En la parte ¢), el valor se lee de la columna etiquetada con e~ adyacente al valor
0.24 en la columna x). @& 7
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@ 8. Encuentre la tasa efectiva
anual para composicién continua a
tasa nominal anual de 10%.

Respuesta 100(e’! — 1) = 10.52%

EJEMPLO 8 (Inversion) Una inversién de $250 se compone de manera continua a
una tasa nominal de interés anual de 7.5%. ;Cudl serd el valor de la inversion des-
pués de 6 afios?
Solucion Debemos utilizar la férmula Pe™ para el valor después de N afios. En este
ejemplo, P = 250, N = 6 e i = 7.5/100 = 0.075. Por tanto, iN = (0.075)(6) = 0.45
y el valor es

Pel™N = 25004 ddlares
El valor de ¢°* puede encontrase en la tabla A.3.3, y obtenemos

25094 = 250(1.5683) = 392.08

Asi, el valor de la inversion después de 6 afios es $392.08.

Una inversién que se compone continuamente crece por un factor e’ en un afio,
en donde i = R/100. Como antes, definimos una tasa efectiva anual de interés R
por ciento, para composicion continua, como la tasa que da el mismo crecimiento si
la composicion es una vez por afio. La condicién es 1 + i, = ¢, en donde i, =
R.;/100. Por lo que tenemos

R, =100 — 1)

EJEMPLO 9 (Inversion) En su cuenta de ahorros, el Piggy Bank de Nueva York da
una tasa nominal de interés anual de 6%, compuesto continuamente. El banco desea
calcular una tasa efectiva de interés anual (es decir, la tasa equivalente anual) para
utilizarla en sus anuncios.

Solucion Tenemos R = 6, de modo que i = 0.06. Entonces la tasa efectiva estd da-
dapor 1 + i, = ¢, obien,

iy=e —1=¢e%9—1=10618—1=0.0618

Asi la tasa efectiva en porcentaje es R, = 100i = 6.18. El banco puede anunciar
una tasa efectiva anual de interés de 6.18%. @ 8

Valor presente

Otra aplicacion es al valor presente de un ingreso futuro o de una obligacién futu-
ra. Supongamos que para continuar con cierta actividad de negocio, una persona
espera recibir cierta cantidad de dinero, P, en un tiempo # afios en el futuro. Este in-
greso futuro P tiene menos valor que el que tendria un ingreso del mismo monto re-
cibido en el presente, ya que si la persona recibiese P ahora, podria invertirlo con
interés, y tendria mayor valor que P en n anos. Estamos interesados en encontrar la
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@ 9. ;Cudl es el valor presente
de $5000 recibidos dentro de 3
afios, si la tasa de descuento es
del 8%?

Respuesta
$5000 + (1.08)* = $3969.16

suma Q la cual, si se recibe en el presente y se invierte durante n afios, tendria el
mismo valor que el ingreso futuro de P que la persona recibira.

Supongamos que la tasa de interés que podria obtenerse en tal inversién es
igual a R por ciento. Entonces, después de n afios, la suma Q se habria incrementa-
doa Q(1 + i)", donde i = R/100. Haciendo esto igual a P, obtenemos la ecuacién

O(1 +i"=P obien Q=ﬁ=P(l+i)‘”

Llamamos a Q valor presente del ingreso futuro P.

En el cédlculo del valor presente, es necesario hacer algunas suposiciones
acerca de la tasa de interés R que se obtendria durante los n afios. En tales circuns-
tancias, R se denomina tasa de descuento y decimos que el ingreso futuro es des-
contado al tiempo presente. @ 9

EJEMPLO 10 (Decision de ventas en bienes raices) Un desarrollador de bienes
raices posee una propiedad que podria venderse de inmediato por $100,000. De ma-
nera alterna, la propiedad podria conservarse durante 5 afios. Durante este tiempo,
el desarrollador gastarfa $100,000 en urbanizarla, y entonces la venderia por
$300,000. Suponga que el costo de urbanizacién seria gastado de un fondo al final
de 3 afios y debe pedirse prestado de un banco al 12% de interés anual. Si la tasa de
descuento se supone que es de 10%, calcule el valor presente de esta segunda alter-
nativa y de aqui decida cudl de estas dos alternativas representa la mejor estrategia
para el desarrollador.

Solucién Primero considere el dinero que debe pedirse prestado para urbanizar la
propiedad. El interés debe pagarse al 12% sobre éste durante un periodo de 2 afios,
de modo que cuando la propiedad se vende, este préstamo ha aumentado a

$100,000(1.12)*> = $125,440
La ganancia neta de la venta, después de pagar este préstamo, serd
$300,000 — $125,440 = $174,560

Este ingreso se recibe dentro de 5 afios. Descontdndolo a una tasa de 10%, obtene-
mos el valor presente de

$174,560(1.1)~> = $108,400

Como el valor presente de una venta inmediata es de s6lo $100,000, es un poco me-
jor si el desarrollador conserva la propiedad y la vende dentro de 5 afios.

Observe la forma en la que las decisiones pueden hacerse entre estrategias al-
ternativas de negocios, por medio de la comparacion de sus valores presentes.
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I :)crCiCIOS 6-1

(1-2) Si $2000 se invierten a un interés compuesto anual del
6%, encuentre lo siguiente.

1. El valor de la inversién después de 4 afios.

2. El valor de la inversién después de 12 afios.

(3-4) Si $100 se invierten a un interés compuesto anual del 8%
calcule lo siguiente.

3. El valor de la inversion después de 5 afios.

4. El valor de la inversion después de 10 afios.
(5-8) Un capital de $2000 se invierte a una tasa de interés no-
minal anual del 12%. Calcule su valor:

5. Después de 1 afio si la capitalizacion es trimestral.

6. Después de 1 afio si la capitalizacion es mensual.

7. Después de 4 afios si la capitalizacién ocurre cada 6 meses.

8. Después de 6 afios con capitalizacion trimestral.

(9-12) Encuentre la tasa de interés anual efectiva que sea equi-
valente a:

9. 6% de tasa nominal con capitalizacién semestral.
10. 8% de tasa nominal con capitalizacién trimestral.
11. 12% de tasa nominal con capitalizacién mensual.
12. 12% de tasa nominal con capitalizacion 6 veces al afio.
(13-16) Encuentre la tasa de interés nominal anual que corres-
ponde a una tasa efectiva de:
13. 8.16% compuesta semestralmente.
14. 12.55% compuesta trimestralmente.
15. 10% compuesta mensualmente.

16. 9% compuesta 6 veces al afio.

(17-20) ;Qué es mejor para el inversionista?:

17. (Capitalizacién semestral con una tasa nominal del 8.2% o
capitalizacion trimestral al 8%?

18. ;Capitalizacién semestral con una tasa nominal del 6% o
capitalizacion anual al 6.1%?

19. ;Capitalizacién anual al 8.2% o capitalizacién trimestral
con una tasa nominal del 8%?

20. ;Capitalizacion semestral con una tasa nominal del 12.2%
o capitalizacién mensual con una tasa nominal del 12%?

21. ;Qué tasa de interés compuesto duplica el valor de una in-
versioén en 10 afios?

22. ;Qué tasa de interés compuesto triplica el valor de una in-
versién en 10 afios?

23. Una suma de dinero se invierte 5 afios a un interés del 3%
anual y luego 4 afios mds a un interés del R por ciento. De-
termine R si el valor del dinero se duplica exactamente a
los 9 afios.

24. Un monto de dinero es invertido a R% compuesto anual-
mente. Si asciende a $21,632 al final del segundo afio y a
$22,497.28 al final del tercer afio. Encuentre la tasa de in-
terés R y la suma invertida.

25. Una cantidad de dinero se invierte a R% compuesto semes-
tralmente. Si asciende a $56,275.44 al final del segundo
aflo y a $59,702.62 al final del tercer afio. Determine la ta-
sa nominal de interés R y la suma invertida.

26. (Crecimiento de la poblacion) La poblacién del planeta al
inicio de 1976 era de 4 mil millones. Si la tasa de creci-
miento continda al 2% anual, ;cudl serd la poblacién en el
afio 20267

(27-32) Evalte lo siguiente utilizando la tabla A.3.3 en el
apéndice.

27. 04 28. 273
29, ¢8 30. ¢ 105
31, ¢ 068 32, e72

(33-36) (Composicion continua) Determine el valor de cada
una de las siguientes inversiones.

33. $5000 son compuestos de manera continua durante 3 afios
a una tasa nominal de interés de 6% por afio.

34. $2000 se componen continuamente durante 5 afios a una
tasa nominal de interés del 8% anual.

35. $1000 se componen continuamente durante 6 aflos a una
tasa nominal de interés del 10% anual.

36. $3000 se componen continuamente durante 4 afios a una
tasa nominal de interés del 5% anual.

37. (Composicion continua) Una inversion de $100 se compo-
ne de manera continua durante 2 afios a una tasa nominal
de interés de 9% y después durante 5 afios mds a una tasa
nominal de interés de 11%. Calcule el valor de la inversién
después del periodo de 7 afios.
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38. (Composicion continua) Una inversion de $2000 se com- 50. (Ventas y publicidad) En un mercado competitivo, el volu-

pone continuamente durante 3 afios a una tasa nominal del men de ventas depende del monto gastado en publicidad

6% anual y después durante 4 afios mds a una tasa nomi- del producto en cuestién. Si se gastan x délares mensuales

nal de 8% anual. Determine el valor de la inversién des- en publicidad de un producto particular, se determiné que

pués del periodo de 7 afios. el volumen de ventas S al mes (en délares) esta dado por la
férmula

39. (Composicion continua) Una inversién se compone de ma-
nera continua a una tasa nominal de 8% anual. ;Cuanto

tiempo pasard para que la inversion:

S = 10,000(1 — e~0001x)

Encuentre el volumen de ventas cuando x = 500 y x =

a) duplique su valor? . o
1000. Si se disminuye x de $500 a $100 por mes, ;cuél es

b) triplique su valor?* la disminucién resultante en las ventas?
40. Repita el ejercicio 39 para una tasa nominal de interés de 51. (Composicion semestral) Calcule la tasa de interés semes-
10% anual. tral que es equivalente a una tasa de interés anual del 8%.
(41-43) (Composicién continua) Calcule la tasa nominal de in- 52. (Composicion mensual) Calcule la tasa de interés mensual
terés para cada uno de los siguientes casos. que es equivalente a una tasa de interés anual del 8%.
41. $100 compuestos de manera continua durante 4 afios incre- 53. (Valor presente) Una persona espera recibir $1000 cada
menta su valor a $150. afio durante los préximos 3 afios, el primer pago serd al ca-
bo de un afio. Calcule el valor presente de este ingreso, su-
42. Una inversién compuesta continuamente durante 10 afios poniendo una tasa de descuento del 8% anual.
duplica su valor.
54. (Valor presente) Una persona tiene una deuda que debe

43. Una inversién compuesta continuamente durante 8 afios

L. pagarse en tres exhibiciones anuales iguales de $5000, el
triplica su valor.

primer pago se deberd hacer dentro de un afio. Si en cam-
bio, la persona decide saldar la deuda de inmediato a par-

44. (Composicion continua) Una inversién se compone conti- 3 ¢
tir de un fondo, calcule cudnto debe pagar, suponiendo una

nuamente durante 2 afios a una tasa nominal de R por cien-
to y durante 4 afios més a una tasa nominal de 2R por tasa de descuento de 8% anual.
ciento. Si el valor se duplica exactamente, determine R.

55. (Valor presente) {Qué es mejor si la tasa de interés es del
45. (Composicion diaria) Si un banco compone el interés dia- 5%: $1000 ahora o $1100 dentro de 2 afios?
riamente con una tasa nominal anual de 4.5%, ;cudl es la
“tasa efectiva de interés anual” que puede utilizarse en sus 56. (Valor presente) Un compafifa de productos del bosque po-
anuncios? see un bosque maderero, cuyo valor dentro de ¢ afios serd
V(t) = 2(1 + 0.37). Suponga una tasa de descuento de 10%
46. Repita el ejercicio 45 para una tasa nominal de 8%. compuesto anualmente. Calcule el valor presente de la ma-
dera si se corta y vende:
(47-49) (Composicion continua) ;Cudl es la mejor seleccién
para el inversionista: a) dentro de 1 afio.
47. Composicién continua con una tasa nominal de 5% o una b) dentro de 6 afios.

composicién anual del 5.2%?

L., . . ¢) dentro de 7 afios.
48. Composicién continua a una tasa nominal de 6% o una

composicién semestral a una tasa nominal del 6.1%? ~
P ? d) dentro de 8 afios.

49. Composicién continua a una tasa nominal del 8% o una

composicién trimestral a una tasa nominal del 8.2%? ¢Qué le sugieren sus respuestas?

57. (Valor presente) ;Qué es mejor, si la tasa de interés es

10%: $2000 ahora o $1150 dentro de un afio y otros $1150
#0693 = Q. Ql0%... =3 dentro de dos afios?
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B 6-2 FUNCIONES EXPONENCIALES

Consideremos cierta ciudad con una poblacién en un momento dado de 1 millén de
habitantes, en la cual el crecimiento de la poblacién es a una tasa del 10% anual.
Después de 1 afio, la poblacién habra crecido a 1.1 millones. Durante el segundo
afio, el incremento en la poblacién serd del 10% del tamaifio al inicio de ese afo, es-
to es, 10% de 1.1 millones. Por tanto, el tamafio de la poblacion después de 2 afios
serd

1.1 + (0.1)(1.1) = (1.1)2 = 1.21 millones

Durante el tercer afio, el incremento serda del 10% de 1.21 millones, lo que da una
poblacidn total al término del tercer afio igual a

1.21 4 (0.1)(1.21) = (1.1)(1.21) = (1.1)* = 1.331 millones

Continuando en esta forma, advertimos que el tamafio de la poblacién después
de n afios serd igual a (1.1)" millones. Una gréfica de esta funcién aparece en la figu-
ra 1, en la cual los valores de (1.1)" se aprecian como puntos paran = 0, 1, 2,..., 10.

Poblacién o~
(en millones) o~

FIGURA 1

La férmula (1.1)" puede utilizarse con el propésito de calcular el tamafio de la
poblacién en millones en fracciones de un afio asi como en valores enteros de n. Por
ejemplo, después de 6 meses (esto es, la mitad de un afio), el tamaiio de la pobla-
cién es (1.1)2 = 1.049 millones (con tres cifras decimales). Después de 2 afios y 3
meses (24 afios), el tamafio de la poblacién es (1.1)** = 1.239 millones, etcétera.

Si todos estos valores de (1.1)" para valores fraccionarios de n se dibujan en
la grafica de la figura 1, se descubre que estdn situados sobre una curva suave. Esta
curva aparece en la figura 1, pasando, por supuesto, por los puntos remarcados,
puesto que estos puntos corresponden a los valores de (1.1)" para valores enteros
de n.

Observemos que el valor de (1.1)" sélo pueden definirse por medios elemen-
tales cuando 7 es un niimero racional. Por ejemplo, cuando n = %, (1.1)r = (1.1)%/4
puede definirse como la raiz cuarta de 1.1 elevado a la novena potencia. De manera
similar, (1.1)7/5 puede definirse como la raiz quinta de 1.1 elevado a la séptima po-
tencia. Pero tal definicién, en términos de potencias y raices, no puede aplicarse a
(1.1)* y cuando n es un nimero irracional: por ejemplo, (1.1)¥?2 no puede definirse
en términos de potencias y raices. Sin embargo, una vez que hemos construido la
curva suave de la figura anterior, podemos usarla para definir (1.1)" en el caso de va-
lores irracionales de n. Por ejemplo, determinariamos (1.1)¥? usando la ordenada
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del punto sobre la curva que corresponde a la abscisa n = V2. En esta forma, ad-
vertimos que el valor de (1.1)" puede definirse para todos los valores reales de n,
tanto racionales como irracionales.

En una forma semejante, podemos definir la funcién y = a* para cualquier
nimero positivo real. Primero el valor de y = a* estd definido para todos los valo-
res racionales de x por medio del uso de potencias y raices. Cuando se ubican en una
gréfica, se determina que todos esos puntos (x, y) se encuentran en una curva suave.
Entonces esta curva puede utilizarse para definir el valor de a* cuando x es un nu-
mero irracional, simplemente leyendo la ordenada del punto de la gréfica en la que
x tiene el valor irracional dado.

EJEMPLO 1 Construya las graficas de cada funcion.
. 1\
a)y =2 b)y=<§) y=3

Solucion La tabla 3 da valores de estas tres funciones para una seleccién de valo-
res de x.

TABLA 3
X -2 —-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 3
y=2 0.25 0.354 0.5 0.707 1 1.414 2 2.828 4 8
y= (%)X 9 5.196 3 1.732 1 0.577 0.333 0.192 0.111 0.037
y =3 0.111 0.192 0.333 0.577 1 1.732 3 5.196 9 27
Por ejemplo, cuando x = —0.5,
1 1
=21 =— = —— =(.707
Vo o 1414

@ 10. ;Como pueden obtenerse
las graficasde a)y =37~

b)y =27y ¢)2! apartir

de las graficas de la figura 27

Respuesta a) 37* = (3)* de modo
que la gréfica ya estd dada en la
figura 2;

b) Reflejando la grafica de 2*

con respecto al eje y, obtenemos
la grafica de 277,

¢) 2¢t1 =2 - 2¢ de modo que la
gréfica puede obtenerse a partir de
la grafica de 2* multiplicando cada
ordenada y por 2 (o moviendo la
gréfica 1 unidad hacia la
izquierda).

hasta tres cifras decimales, y

AT T

Cuando graficamos, se obtienen los puntos indicados en la figura 2, y éstos pueden
unirse por las curvas suaves que se advierten en tal figura. @ 10

Una funcioén del tipoy = @* (@ > 0, a # 1) se denomina una funcién expo-
nencial. Cuando a > 1, la funcién se conoce como una funcion exponencial crecien-
te, mientras que si a < 1, se llama una funcion exponencial decreciente.

Las gréficas obtenidas en el ejemplo 1 son caracteristicas de las funciones ex-
ponenciales. La figura 3 ilustra las gréficas de dos funciones, y = a*y y = %, con
a > b > 1. Se advierte que si x > 0, estas dos funciones crecen a una tasa cada vez
mayor a medida que x se incrementa. Puesto que a > b, la grifica de y = a* para
valores positivos de x estd por encima de la griafica de y = b* y crece de manera mas
pronunciada.

Por otra parte, cuando x < 0, ambas funciones decrecen hacia cero a medida
que x se hace mds y mds negativa. En este caso, la funcién a* cae de manera mas

232 CAPITULO 6 LOGARITMOS Y EXPONENCIALES



\J

FIGURA 3

pronunciada que b* y su grafica esta situada por debajo de la grafica correspondien-
te a y = b*. Las gréficas se intersecan cuando x = 0, dado que a® = b° = 1.

La grafica de y = a* cuando a < 1 aparece en la figura 4. En el caso de que
a < 1, a* decrece cuando x se incrementa y se aproxima a cero a medida que x se
hace mas grande. En consecuencia, la grafica se aproxima al eje x cada vez mads
cuando x se hace cada vez mayor.

Con base en las gréficas de las figuras 3 y 4 puede verse que el dominio de la
funcién exponencial, f(x) = a* es el conjunto de todos los nimeros reales y el ran-
go es el conjunto de los nimeros reales positivos. Asi,

Sia > 0, a* > 0 para todos los valores de x, positivos, negativos y cero.

El nimero a que aparece en la funcién exponencial a* se conoce como la ba-
se. La base puede ser cualquier niimero real positivo excepto 1*. Con frecuencia es
util usar como base un niimero irracional denotado por e, el cual esta dado hasta cin-
co cifras decimales por e = 2.71828. La funcion exponencial correspondiente se de-

* Sia = 1, entonces f(x) = a* = 1* = 1 es una funcién constante.
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e4

\ 0, 1)

a<1

0"

nota por e* y se denomina la funcion exponencial natural. Ya que e estd entre 2 y
3, la grafica de y = e* estd situada entre las graficas de y = 2y y = 3* que apare-

cen en la figura 2.

La razén del por qué esta funcidn exponencial particular es tan importante no
puede explicarse por completo sin valernos del cédlculo. Sin embargo, en la seccién
6-1, ya hemos visto que la base e surge de forma natural cuando consideramos

interés con capitalizacién continua.

EJEMPLO 2 Utilizando los valores de la tabla A.3.3, haga un bosquejo de la grafi-

FIGURA 4

ca de las funciones y = e*yy = e *para —2 = x = 2.

Solucion Con base en la tabla A.3.3 obtenemos los valores de estas dos funciones
(redondeados a dos decimales) que se muestran en la tabla 4:

TABLA 4
X -2 —1.5 -1 —0.5 0 0.5
er 0.14 0.22 0.37 0.61 1.00 1.65
e 7.39 4.48 272 1.65 1.00 0.61

Al trazar estos puntos y unirlos por medio de una curva suave, obtenemos las grafi-

cas que se muestran en la figura 5.

FIGURA 5
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@ 11. Utilizando los valores
tabulados en el ejemplo 2, trace
la grafica de y = e'/?

La gréfica de e * es un ejemplo de una funcién de crecimiento exponencial, ilustra-
doenla figura 3. La base e = 2.7 > 1. La funcién e * es una funcién de decaimiento
exponencial tal como se ilustr6 en la figura 4. Observe que e = (e~ )", de modo
que la base es ¢! = 0.37 < 1. Observe que la gréifica de y = e es la reflexién de
la grafica de y = ¢* en el eje y. En realidad, existe una propiedad general para cual-
quier funcién f que la grafica de y = f(—x) es la reflexién en el eje y de la gréfica
de y = f(x). Recuerde que como con cualquier funcién exponencial, ¥ > 0 para
todos los valores de x. @ 11

0 1 2 3 4

0.61 1.00 1.65 2.72 4.48 7.39

N A O

@ 12. La poblacién de un pueblo
en depresion estd dada por P =
5000e093 en donde ¢ es el tiempo
en aflos. ;Cudl es la poblacién
ent=0yt=10?

EJEMPLO 3 ;Cuidles son el dominio y rango de la funciény = 2 — ¢=*?

Solucion Como e~ estd definida para cualquier x, el dominio es el conjunto de to-
dos los nimeros reales. Ya que e~ > 0, para todo x, 2 — e™* < 2. El rango de esta
funcioén es el conjunto de todos los nimeros reales menores que 2, pues e~ toma to-
dos los valores positivos.

EJEMPLO 4 (Crecimiento poblacional) La poblacién de cierta nacién en desarro-
llo se determiné que estd dada por medio de la férmula

P = 15002
donde ¢ es el nimero de afios medidos a partir de 1960. Determine la poblacién en
1980 y la poblacién proyectada en 2000, suponiendo que esta férmula contintia
cumpliéndose hasta entonces.
Solucion En 1980, r = 20 y asi
P = 150020 = 1594 = 15(1.4918) = 22.4  (con un decimal)

De modo que en 1980, la poblacién serfa de 22.4 millones. Después de 20 afios més,
t =40y asi

P = 15e00960) = 1598 = 15(2.2255) = 33.4  (con un decimal)
Por tanto en el 2000, la poblacién proyectada serd de 33.4 millones. @ 12

EJEMPLO 5 (Crecimiento poblacional) La poblacion de cierta ciudad en el ins-
tante ¢ (medido en afios) estd dado por

P(t) = Py e®% P, = 1.5 millones
(Cudl es el porcentaje anual de crecimiento?

Solucion Después de n afios, la poblacién es
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@ 13, Sice®0 = ¢(1 + i) para
todos los valores de ¢, ;cudl es el
valor de i?

Py(1 + iyt = Pye0 o
(1 + iyr = 003
1 +i=¢%3 = 1.0305
i = 0.0305

Por tanto, como i = R/100.

Respuesta
i= e —1=0.05127

R = 100(0.0305) = 3.05

La poblacién crece 3.05% por afio. @ 13

Nota En estos dos ejemplos de crecimiento de poblacién, la poblacién esta-
ba expresada en términos de cierta funcién exponencial natural. En efecto, es muy
comun, en el caso de variables que estdn creciendo (o decayendo), expresarlas uti-
lizando la base ¢ en la forma ce* (o ce ), en donde ¢ y k son constantes positivas.
Sin embargo, no es esencial utilizar la base e, y en los ejemplos 5 y 6 de la seccién
6-1 ya vimos casos en donde el crecimiento poblacional estd expresado con una ba-
se diferente, en la forma c(1 + i)’. Ambas formas son correctas, y como en el ejem-
plo 5 aqui lo muestra, son equivalentes.

I ccrCicios6-2

(1-4) Dada f(x) = ¢*, demuestre que:

L f0) = 1 2. fx+y) = f0) - fO)
3. % = fix ) 4. LFQI = f(n)

(5-12) Determine el dominio y el rango de las siguientes fun-
ciones.

5.y=f(x)=27~ 6. y=f(x)=(0.2)"
T.y=f)y=-2 8. y=fu)= —3e"
9. y=gx) =5+ 2¢ 10. y=f(r)=3 — 2¢7!

1.y = f(x) = #12, y =f(x) = 2 + 3e7)"!

3+ 2¢

(13-20) Construya las gréficas de las siguientes funciones ex-
ponenciales calculando algunos de sus puntos.

13.y = @) 14. y =)
15.y = (3) 16. y =3
17. y = by 18, y=—3
19.y=(3) 20. y=(x
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(21-32) Por medio de las grificasde y = ey y = ¢, haga un
bosquejo de las graficas de las siguientes funciones exponen-
ciales.

2. y = —¢* 22. y =¥
23.y=1+¢e~ 24, y=¢— 2¢*
25. y:e"fl 26. y:e“x‘
27. y = vt 28. y = e Il
29. y = e 30. y=e**
Bly=g -il-e)‘ By

33. Una poblacién de microorganismos se duplica cada 20 mi-
nutos. Si al principio estdn presentes 200 organismos, en-
cuentre una férmula para el tamafio de la poblacién des-
pués de ¢ horas.

34. Una poblacién de microorganismos se duplica cada 45 mi-
nutos. Si al principio estdn presentes 5000 organismos,
(cudntos habrd después de:

a) 3 horas?
b) 6 horas?

¢) thoras?



35.

36.

37.

38.

39.

Durante el otofio, en promedio cada tres dias muere la mi-
tad de la poblacién de moscas. Si inicialmente el tamafio
de la poblacién es de un millén, determine el nimero de
sobrevivientes después de:

a) 3 semanas.
b) t semanas.

(Crecimiento poblacional) La poblacién de cierta ciudad
en el tiempo ¢ (medido en afos) estd dado por medio de la
férmula

P = 50,000e%05

Calcule la poblacién:

a) Cuando r = 10. b) Cuandot = 15.

(Disminucion de poblacion) Cierta regién con depresion
econdmica tiene una poblacidon que esta en disminucién.
En 1970, su poblacién era 500,000, y a partir de ese mo-
mento su poblacién estaba dada por la férmula

P = 500,000¢ 00

en donde ¢ es el tiempo en afios. Encuentre la poblacién en
1980. Suponiendo que esta tendencia continta, determine
la poblacién para el afio 2000.

En el ejercicio 36, calcule el crecimiento porcentual anual
de la poblacidn.

En el ejercicio 37, calcule la disminucién porcentual anual
de la poblacién. jEs constante o depende de 7?

B 6-3 LOGARITMOS

40.

41.

*42,

(Crecimiento de ganancias) Las ganancias de cierta com-
paiifa han ido aumentando en 12% anual en promedio entre
1975 y 1980. En 1980, fueron $5.2 millones. Suponiendo
que esta tasa de crecimiento continue, encuentre las ganan-
cias en 1985.

(Depreciacion exponencial) Una maquina se compra en
$10,000 y se deprecia de manera continua desde la fecha
de compra. Su valor después de ¢ afios estd dado por la
férmula

V = 10,000e0%

a) Determine el valor de la maquina después de 8 afios.

b) Determine la disminucién porcentual del valor cada
afo.

(Andlisis de equilibrio) Por medio de un examen a sus
competidores, una compaiifa manufacturera concluye que
el nimero N de sus empleados aumenta exponencialmente
con su volumen de ventas semanales x de acuerdo con la
férmula N = 100¢%9%. El costo promedio del salario es $6
por hora con una semana laborable de 35 horas. EI pro-
ducto de la empresa se vende en $2000 cada uno. Dibuje
graficas del pago semanal y de los ingresos semanales
como funciones de x para 10 < x < 130, y estime gréfica-
mente el intervalo de valores de x en el que la compaiiia
puede obtener ganancias.

La inversa de una funcién f (x) se obtiene resolviendo la ecuacién y = f (x) para x,
de modo que expresemos a x como funcién de y: x = f ~! (y). Podemos considerar
la posibilidad de construir la inversa de la funcién a*. Con el propésito de lograrlo,
debemos resolver la ecuacién y = a* para x. Tal ecuacién no puede resolverse en tér-
minos de las funciones que conocemos hasta el momento, por lo que debemos
inventar un nuevo nombre para la solucién. Escribimos la solucién en la forma x =
log, v, la cual denominaremos el logaritmo de y con base a. Asi

x=log,y

siysblosi y=a*

De la proposicién y = a*, observamos que a debe elevarse a la potencia x con
el fin de obtener y. Esto nos conduce a una definicién verbal alternativa (ya que x =

log, ).

log, v es la potencia a la cual a debe elevarse para obtener y.
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@ 14. Grafiquey = 3"y y = log,
x en los mismos ejes.

Respuesta En las dos tablas,

los valores de x y y estan
intercambiados. Observe que las
gréficas son reflexiones una de la
otra con respecto a larectay = x.

La funcion a* sélo esta definida cuando a > 0. Ademas, cuando a = 1, enton-
ces 1* = 1 para toda x, y esta funcién no puede tener una inversa. Por tanto, en es-
tas definiciones a puede ser cualquier niimero positivo excepto 1. Desde ahora se
sobreentiende que la base a siempre satisface las condiciones a > 0, a # 1.

EJEMPLO 1 Construya la grifica de la funcion logaritmo de base 2. ;Cudl es el
dominio y el rango de esta funcién?

Soluciéon Usemos x como la variable independiente y escribimos
y = log, x
De acuerdo con la definicidn, esto es lo mismo que
x=2

(Nétese que x y y se han intercambiado y a = 2). Podemos construir la tabla 5, en
la que damos una serie de valores de y y calculamos los valores correspondientes
de x. Por ejemplo, cuando y = —2, x = 272 = 1/2> = (.25, de modo que el punto
(x,y) = (0.25, —2) pertenece a la grafica. Los puntos tabulados estdn graficados en
la figura 6 y unidos por medio de una curva suave. Observe que el eje x estd dibu-
jado de manera horizontal ya que cuando escribimos y = log,x, estamos conside-
rando que x es la variable independiente.

TABLA 5
y -2 —1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 3
X 0.25 0.354 0.5 0.707 1 1414 2 2.828 4 8

FIGURA 6

El dominio de esta funcidén es el conjunto de los niimeros positivos y su ran-
go es el conjunto de todos los nimeros reales. Esto es cierto para y = log, x con
cualquier base a. @ 14

X -2 —1.5 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2
y=3 0.11 0.19 0.33 0.58 1.00 1.73 3 5.20 9
y=log,x | =2 —-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
x=3 0.11 0.19 0.33 0.58 1.00 1.73 3 5.20 9
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@ 15. Escriba en forma
logaritmica a) 572 = 0.04

b)(%)73==15625

Respuesta  a) log; (0.04) = —2
b) log,s(15.625) = —3

Al igual que con cualquier funcién inversa, la grafica de la funcién logaritmo
x = log, y en el caso de una base general a puede obtenerse de la grifica de la fun-
cioén exponencial y = a* intercambiando los ejes. Las dos gréficas aparecen en la fi-
gura 7 que es un caso comun con @ > 1. Notemos que:

log,, y sdlo esta definido si y sélo siy > 0

Sia>1, log,y >0 cuando y > 1 y log,y <0 cuando y <1

zY A X
x=log,y
y=a"
0 V=1 y
y=1
- 0 Vx
Y
a) b)
FIGURA 7

La proposicion x = log, y significa exactamente lo mismo que el enunciado
y = a*. Por ejemplo, la afirmacién log, 9 = 2 es vilida dado que significa lo mis-
mo que la proposicién 32 = 9. (Aqui a = 3,y = 9 y x = 2). De estos dos enuncia-
dos equivalentes, x = log_ y se denomina la forma logaritmica y y = a* se conoce
como la forma exponencial.
EJEMPLO 2 Escriba cada enunciado en forma logaritmica:

a)2*=16 b33 =8

Escriba cada proposicion en forma exponencial con la finalidad de verificar que ca-
da una de ellas sea correcta.

) 10g4 = % d) 10g27 (%) = _%

Solucién
a) Tenemos que 2* = 16. Compardndola con la ecuacién a¢* = y, observamos
quea = 2,x = 4yy = 16. La forma logaritmica, x = log, y, es
log, 16 = 4

b) Comparando (3)73 = 8 con a* = y, tenemos que a = 3, x = —3yy = 8.
La forma logaritmica es

log,,8 = -3 @ 15
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@ 16. Escriba en forma
exponencial

a)log,(32) =5
b)log1/3(9) = =2

Respuesta a) 2° = 32

b) (%)72 -9

@ 17. Encuentre x tal que:
a)log,8=x b)log 4 =2
c)log (x71) = —1

Respuesta a) % b)2
¢) cualquier x > 0, x # 1

_3 4 — —

¢) Comparando log, 8 = 5 con la ecuacién log, y = x, observamos que a =

4,y=8yx= % La forma exponencial, y = a*, es 8 = 43/2, Dado que sin duda és-

ta es una proposicion verdadera, se sigue que la forma logaritmica también debe ser
cierta.

d) Aquia =27,y =§yx= —%ylaforma exponencial es 27-2/3 = §. Otra
vez, es facil verificar esto. @ 16

EJEMPLO 3 Calcule los valores de: a) log, 16; b) log, ; 243.

Solucion

a) Seax = log, 16. De la definicién de logaritmo, se sigue que 16 = 2*. Pe-
ro 16 = 24, de modo que x = 4. Por tanto, log, 16 = 4.

b) Sea x = log,,, 243. Entonces, de la definicién, 243 = (3)*. Pero 243 =
3= (%)’5. En consecuencia, x = —5. @& 17

EJEMPLO 4 Evalde 2'°g;.

Solucién Seax = log, 9, 0 sea que 9 = 4*. La cantidad que deseamos calcular es,
por tanto,

Dlog] = 2x = (412)r = (47)12 = 912 = 3

Algunas propiedades de los logaritmos

En la definicién de logaritmo, tomemos x = 0. Entonces,
y=a*=a’=1

Por tanto, la proposicion log, y = x adquiere la forma

log, 1 =0

De esta forma advertimos que el logaritmo de I con cualquier base es igual a 0.
Enseguida, tomemos x = 1. Se sigue que

Por tanto la proposicién log, y = x se transforma en

log,a =1

De modo que el logaritmo de cualquier niimero positivo con la misma base siempre
esigual a l.
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Los logaritmos tienen las cuatro propiedades siguientes:

log, (uv) = log, u + log, v @ =gty )

log, (l) = log, u — log, v i = @ )
v a’

log, (i) = —log, v a*= L 3)
v a’

log, (") = n log, u (@) = av @

(Ademads de cada propiedad, también dimos la relacionada con los exponentes.) Es-
tas propiedades constituyen la base del uso de los logaritmos al efectuar célculos
aritméticos. Las probaremos al final de esta seccion. Mientras tanto, las ilustraremos
con dos ejemplos.

EJEMPLO 5

a) Dado que 8 = 23, se sigue que log, 8 = 3. Puesto que 16 = 24, log, 16 =
4. De la propiedad (1), por tanto,

log, (8 - 16) = log, 8 + log, 16 obien log, (128) =3 + 4 =7.

Es claro que esta proposicién es vdlida ya que 128 = 27.

b) También podemos calcular log, (128) utilizando la propiedad (4) de los lo-
garitmos.

log, (128) = log, (27) = 7 log, 2
Pero log, a = 1 para cualquier a, de modo que log, 2 = 1. Por tanto, log, 128 = 7.

c) Puesto que 81 = (%)’4, se sigue que log, ; 81 = —4. En consecuencia, por
la propiedad (3),

log, 5 (8%) = —log,; 81 = =(—=4) =4

Es claro que este resultado es correcto dado que gy = (3)*

EJEMPLO 6 Six = log, 3, exprese las cantidades siguientes en términos de x.
a) log,(N) k) log,2 ¢ log,18 d) log, V%
Solucién
a) log, (3) = —log,3  (Propiedad 3)
= —x
b) log, (%) =log,2 —log,3  (Propiedad 2)

=1—x

(Aqui usamos el hecho de que log, a = 1 para cualquier base a).
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@ 18. En el ejemplo 6, exprese
lo siguiente en términos de x.
a) log, (§) b) log, Va2

¢) log, %/ %

Respuesta a) —1 — x
b) L o ;x—2)

¢) log, (18) = log, (2 - 3)
= log, 2 + log, 3>  (Propiedad 1)

=1+2log,3 (Propiedad 4)
=1+ 2x

d) log, [7 = log, ()"
= %log2 (277) (Propiedad 4)

%[log2 27 —log,2]  (Propiedad 2)
%[log2 33— 1]

%[3 log,3 — 1] (Propiedad 4)
%(3x -1 @ 18

Logaritmos naturales

También podemos formar logaritmos con base e. Estos se denominan logaritmos
naturales (o logaritmos neperianos). Se denotan con el simbolo In. La definicién es

y=e" x=log,y=Iny

Esto es, la funcién x = In y es la inversa de la funcién y = e*.

Como con todos los logaritmos, In y estd definido sélo paray > 0. Siy > 1,
entonces In y es positivo, mientras que si y < 1, In y es negativo.

El logaritmo natural tiene propiedades correspondientes a las estudiadas ante-
riormente para una base general. Aqui las listamos de nueva cuenta:

Inl=0 Ine=1

In(uv) =Inu +Inv ln(l>=lnu—lnv
v

ln<l) =—Inv Inw)=nlnu

v

Con una calculadora portatil adecuada, podemos encontrar el logaritmo natu-
ral de cualquier nimero presionando el botén correspondiente. Si no tiene calcula-
dora disponible, una tabla de logaritmos naturales se proporciona en el apéndice III
(véase la tabla A.3.2); el ejemplo 7 ilustra su uso.

EJEMPLO 7 Usando la tabla A.3.2, calcule los valores de los logaritmos siguien-
tes:

a)In34 bH)In100 ¢) In340 d) In0.34

Solucién a) De la tabla, encontramos de inmediato que In 3.4 = 1.2238.
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b) En la base de la tabla, encontramos que In 10 = 2.3026. Por tanto,
In 100 = In 10> = 2 1n 10 = 2(2.3026) = 4.6052
¢) In340 =In (3.4 X 100)
=1In3.4 + In 100
= 1.2238 + 4.6052 = 5.8290

Observe que la tabla A.3.2 s6lo da los logaritmos naturales entre 1 y 10. En el
caso de nimeros situados fuera de este rango, puede factorizarse una potencia apro-
piada de 10 (en este ejemplo, 100).

d) In(0.34) = In (3.4 X 1071
=1In3.4+In (107"

@ 19. Usando la tabla A.3.2 =1n34—1n10
evalde
a)In5.48 b)1n0.548 = 1.2238 — 2.3026 = —1.0788. @ 19

EJEMPLO 8 Dado que In 2 = 0.6931 y In 3 = 1.0986 con cuatro decimales, eva-
lde:

a) In18 b) In V54 ¢) In (%e)

Solucion Utilizando las propiedades anteriores de los logaritmos naturales, obte-
nemos

a) In18 =In(2-3%) =1n2 + In(3?)
=In2+2In3
= 0.6931 + 2(1.0986) = 2.8903
b) InV54=51In54=51n(2-3%
=21 (n2+1n 3%
=2(In2+31In3)
= 2[0.6931 + 3(1.0986)] = 1.9945
¢) In(e/4) =Ine —In4
=1-In2»=1-2In2
=1 —2(0.6931) = —0.3862
EJEMPLO 9 Simplifique las expresiones siguientes sin utilizar tablas o calculadoras.

E=I2+16In(H+12In )+ 7

.. 24 52 34
Solucion E=ln2+161n<3.5>+121n<23‘3)+71n< - )

=In2+16(In2*—1In3 —1n5)
+12n52—=In2>—=In3)+7(n3*—1In2* —In5)

Respuesta a) 17011 =In2+16(4In2—-1In3 —1In5)

b) —0.6015 +122In5—-3In2—In3)+74In3—4In2 —1In)5)
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@ 20. Simplifique las expresio-

nes siguientes utilizando las
propiedades de los logaritmos
naturales:

a) In (4x?) — In (6x)

b) In (e V)

) In (1 — ) + In A2
C n X n 1+x
d) In (x*) — In (x?)
e)iln\/eT"

Respuesta a) In (% x)
b)2x++Inx ¢)2In(1—x)
d)Inx; (e) 3

@ 21. Resuelva para x:

a) In(e) =2

bH)ymx+ 1) —Inx—1)=1
¢)2In(x—1)=
In(x+3)+1In2

+1
Respuesta a) 4 b) ¢ 1
e —
¢) 5.(x=—1noesuna
solucion).

=1In2(1 + 64 — 36 —28) + In 3(— 16 — 12 + 28)
+1n5(—16 + 24 —7)
—In2+In5=In2-5=In10 & 20

EJEMPLO 10 Resuelva las siguientes ecuaciones para x.

a) 21n(2x+2)=1n(1+%)+21n10

b) log (3— 2x) =2

Solucion

a) Utilizando las propiedades de los logaritmos, podemos escribir la ecuacion
dada en la forma

In2x + 2)2 =In (1 + %) + In 100

—In [100 <1 + 12—25’“>] = In (100 + 48x)
Por tanto,
(2x + 2)2 = 100 + 48x

Esta es una ecuacién cuadratica cuyas soluciones se ve facilmente que son x = 12
y x = —2. Sin embargo, cuando x = —2, el término In(2x + 2) = In(—2) en la ecua-
cién original no estd definido. De modo que x = —2 no puede ser solucién y x =
12 es la unica solucion.

b) El enunciado log_p = g es equivalente a la forma exponencial p = x%. La
ecuacion dada estd de esta forma con p = 3 — 2x 'y g = 2, de modo que es equiva-
lente a

3 —2x = x?

Las raices de esta ecuacion cuadratica son x = 1 y x = —3. Pero en la ecuacién ori-
ginal, x es una base, y no puede ser igual a 1 o ser negativa. Por lo que la ecuacién
dada no tiene soluciones. @ 21

Dos propiedades importantes de los logaritmos naturales se obtiene por me-
dio de la eliminacién de x o y de las dos ecuaciones, y = €%, In y = x. Al sustituir
y = e* en la segunda ecuacion, obtenemos In y = In(e*) = x. De manera alterna, al
sustituir x = In y en la primera ecuacién obtenemos y = e¢* = ¢, Asi,

e"y =1y paratoday>0 In(e*) =x paratoda x

Por ejemplo, 2 = 2, In(e™3) = —3
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@ 22. Silog 2 = x, encuentre
y tal que

a) logy=2x+1

b) logy =5(x—1)

Respuesta a)40; b) V0.2

Logaritmos comunes

En algtin tiempo, los logaritmos fueron usados ampliamente para llevar a cabo célcu-
los aritméticos que implicaban multiplicacién, divisién y el célculo de potencias y
raices. Con la amplia disponibilidad de calculadoras electrénicas, tal uso ha dismi-
nuido considerablemente, aunque en algunas dreas los logaritmos aun se utilizan.
(Por ejemplo, el piloto de un barco debe aprender cémo utilizar las tablas de loga-
ritmos y otras tablas para protegerse de la posibilidad de fallas electrénicas).

Los logaritmos que por lo comiin se utilizan para este propdsito son los deno-
minados logaritmos comunes y se obtienen usando el nimero 10 como base (esto
es a = 10). Asi, el logaritmo comiin de un nimero y es log,, y; sin embargo, para
evitar complicar la notacién, el logaritmo comun por lo regular se denota por log y;
la base es omitida.* Asi que cuando la base no esté escrita, debe entenderse que
serd 10.

Por tanto, estas expresiones son equivalentes a

x=logy y y=10¢

El siguiente ejemplo demuestra la aplicacion de las propiedades 1 a la 4 a lo-
garitmos comunes.

EJEMPLO 11 Examinemos las relaciones generales y = 10* y x = log y para cier-
tos valores de x y y.

a) x=1: Entonces y = 10! = 10, de modo que log 10 = 1
b) x = 2: Entonces y = 10> = 100, de modo que log 100 = 2
¢) x = —1: Entoncesy = 10~! = 0.1, de modo que log 0.1 = —1

d) A cuatro decimales, de la tabla A.3.1, encontramos que log 3 = 0.4771.
Esto significa que 3 = 10°477!, Utilizando la propiedad 1 de los logaritmos, estable-
cida anteriormente, se sigue que

log 30 = log 3 + log 10 = 1.4771
log 300 = log 3 + log 100 = 2.4771
log (0.3) =log 3 + log 0.1 = —1 + 0.4771 = —0.5229

e) También, con base en la tabla A.3.1, encontramos que log 2 = 0.3010.
Asi que

log 6 = log(3 - 2) = log 3 + log 2 = 0.4771 + 0.3010 = 0.7781

log 4 = log(2?) = 2 log 2 = 0.6020 @ 22

* En algunos libros, la notacién log y se utiliza para representar al logaritmo natural de y.
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Demostracién de las propiedades basicas de los logaritmos

1. Sean x = log,u y y = log, v. Entonces, de la definicién de logaritmo,
u=a 'y v=a
Por lo que se sigue que
uv = (a")(@) = a™*™
después de utilizar una de las propiedades fundamentales de los exponentes. En
consecuencia, de la definicion de logaritmo, se concluye que x + y debe ser el
logaritmo en base a de uv:
x +y = log,(uv)
En otras palabras, al sustituir x y y tenemos la férmula requerida
log (uv) = log,u + log, v
2. El segundo resultado puede obtenerse considerando u/v.

X
l — a_ =a‘aV = g~V
v a’

Asi x — y = log (u/v), o de manera equivalente, log, (u/v) = log,u — log, v.
3. Utilizamos la propiedad 2 y hacemos u = 1. Cuando u = 1, log, u = 0, y obte-
nemos

log, (i) = —log, v
v

4. Cuarta, sea x = log, u, por lo que u = a*. Entonces, u" = (a*)" = a™. Asi xn =
log, (u"), o bien,
log,u" = nlog,u

I cjcrCicios 6-3

(1-6) Verifique las siguientes proposiciones y reescribalas en (11-22) Calcule los valores de las siguientes expresiones usan-
forma logaritmica con una base apropiada. do la definici6én de logaritmo.
L. 27)~43 = SL, 2. (164 =38 11. log, 512 12. log,, 243
3. (12523 =25 4. 8753 = 31—2 13. log,5; 16 14. log, 128
5. 1=13 6. (B34 =3¢ 15. log, 0.125 16. log, 32 + log, 4
(7-10) Escriba las siguientes igualdades en forma exponencial 17. 100210 18. 101
y verifiquelas. 19. log, (27) 20. log, (47)
7. log; 27 = 3 8. log, s (33) =3 21, 2oz 22, 3loz2
9. log, 3) = —7 10. log, () = —2
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(23-28) Dado que log 5 = 0.6990 y log 9 = 0.9542, evalde las
siguientes expresiones sin usar tablas o calculadora.

23. log 2 24. log 3
25. log 12 26. log 75
27. log 30 28. log V60

(29-36) Escriba cada una de las siguientes expresiones como
el logaritmo de una sola expresion.

29. log (x + 1) — logx

30. log x + log5 — log y

3. 2Inx —3Iny+41In¢t
32.Int—2Inu+3nv
33.2Inx+xIn3—5In(x+1)

3. xIn2+5In(x—1)—21In(x + 3)
35.logx +2logy — 3

36.2+3Int—4Inx

(37-50) Resuelva para x las siguientes ecuaciones sin usar ta-
blas o calculadora.

37. log, (x + 3) = —1 38. log 4 =2
39. log (5x — 6) =2 40. log (6 —x) =2
41. log (6 — 5x) =2

2. nx+2)—Inx—1)=In4

43. In (10x +5) —In(4 —x) =1In2

44. log,3 +log; (x + 1) —log, 2x —7) =4
45.Inx=In3+2m2—-3Inl6

46. In(4x—3)=In(x+1)+1In3

47. log (2x + 1) —log 3 — x) =log 5

48. log 2x + 1) + log (x + 3) = log (12x + 1)
49. log (x —2) = log 3x — 2) — log (x —2)

50. log (x + 3) + log (x — 1) = log (1 — x)

51. Siln (x — y) = Inx — In y, determine x en términos de y.

52. Demuestre que

xlny—lnz . ylnz—lnx . Zlnx—lny =1

(53-54) Compruebe las siguientes igualdades sin usar tablas o
calculadora.

53. 7log (19) + 5log (33) + 3 log (3) = log 2

54. 3log (32) + log ()* — 2 log () = log 2

(55-60) Evalde los siguientes logaritmos usando la tabla A.3.2.
del apéndice.

55.1In3.41 56. In 2.68
57.1n84.2 58. In 593
59. 1In 0.341 60. In 0.00917

61. Si f(x) = In x, demuestre que

a) fo) = f) + ) b) f<§) =1 — £

O fle=1+fx  d f(f) =1-f)

o) () = nf () ) +f(%) ~0

62. Si f(x) = log x, demuestre que f(1) + f(2) + f(3) =
f(1+2+3).

(63-74) Determine el dominio de las siguientes funciones.
63. f(x) =In(x — 2) 64. fx) =In(3 — x)
65. f(x) =In (4 — x?) 66. f(x) =1In (9 + x?)

67. fx) =1+ 1Inx 68. f(x) = log |x — 3|

oy = L -
69. (1) = 0. f() = T —
TLIG) = 72 f0) = —5—
e 3—e¢
73. f(x) = % 74. f(x) = Vin x

(75-82) Utilizando la grafica de y = In x, haga un bosquejo de
las graficas de las siguientes funciones.

75. f(x) = 1In (—x) 76. f(x) = In|x]|
77. fx) =1+ Inx 78. f(x) = —Inx
79. f(x) =21nx 80. f(x) = In x?

81. f(x) =In(x — 3) 82. f(x) = In|x + 2|
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83. (Funcion de costo) Una compania manufacturera encuen- a) 100 unidades
tra que el costo de producir x unidades por hora estd dado

por la férmula b) 300 unidades

Cx) =5+ 101log(1 + 2x) ¢) 490 unidades
Calcule: 85. (Funcion de costo) Una compaiiia estd ampliando sus ins-
a) El costo de producir 5 unidades por hora. talaciones y tiene opcidén para elegir entre dos modelos.
» Las funciones de costos son C,(x) = 3.5 + log(2x + 1) y
b) El costq extra por aumentar la tasa de produccién de 5 Cy(x) = 2 + log(60x + 105) donde x es la tasa de produc-
a 10 unidades por hora. cién. Encuentre la tasa x a la cual los dos modelos tienen
¢) El costo extra por aumentar de 10 a 15 unidades por los mismos costos. ¢ Para valores grandes de x, cudl mode-
hora. lo es mds barato?

84. (Publicidad y ventas) Una compaiiia encuentra que la can- 86. (Fisiologia animal) Si W es el peso de un animal prome-
tidad de ddlares y que debe gastar semanalmente en publi- dio de una especie a la edad 7, se encuentra a menudo que
cidad para vender x unidades de su producto estd dada por

y:2001n< 400 > InW—-In(A—-—W)=B@t— 0
500 — x donde A, B y C son ciertas constantes. Exprese W como
Calcule el gasto publicitario que se necesita para vender: una funcién explicita de ¢.

B 6-4 APLICACIONES Y PROPIEDADES ADICIONALES
DE LOS LOGARITMOS

Ecuaciones exponenciales

Una de las aplicaciones mas importantes de los logaritmos es en la resolucién de
ciertos tipos de ecuaciones, en que la incégnita aparece como un exponente. Consi-
deremos los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1 (Crecimiento de la poblacion) En 1980, la poblacién de cierta ciu-
dad era de 2 millones de habitantes y estaba creciendo a una tasa del 5% anual.
(Cuando rebasara la poblacién la marca de los 5 millones, suponiendo que la tasa
de crecimiento es constante?

Soluciéon A una tasa de crecimiento del 5%, la poblacién se multiplica por un fac-
tor de 1.05 cada afio. Después de n afios, a partir de 1980, el nivel de la poblacién es

2(1.05)" millones
Buscamos el valor de n para el cual este nivel sea de 5 millones, de modo que te-
nemos
2(1.05*=5 o (1.05)" =25
Observe que en esta ecuacion, la cantidad desconocida n aparece como exponente.
Podemos resolverla tomando logaritmos en ambos lados. No importa qué base use-
mos, pero es mas conveniente la de los logaritmos comunes. Obtenemos
log (1.05)" = log 2.5

o bien, usando la propiedad 4 de los logaritmos,

nlog 1.05 = log 2.5
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@ 23. En el ejemplo 1, determine
el valor de n utilizando logaritmos
naturales en vez de logaritmos
comunes.

Respuesta

_ In@25) _ 09163

" In(1.05)  0.04879

= 18.78

@ 24. En el ejemplo 2, encuentre
el valor de n utilizando logaritmos
naturales en vez de logaritmos co-
munes.

Respuesta
_In(l5) _ 04055 _ 6.959
In (1.06)  0.05827
@ 25. Resuelva para x:
a)2*=5 b)5 =23
Respuesta a) x = logs _ 2.322
log 2
log 2
by x= ——=>—— =1.357
) x log5 — log 3

Por tanto,

log2.5 _ 0.3979
log 1.05 0.0212

(de la tabla A.3.1)

= 18.8

En consecuencia, le lleva 18.8 afios a la poblacién alcanzar los 5 millones. Este ni-
vel se alcanzara durante 1998. @ 23

EJEMPLO 2 (Inversiones) La suma de $100 se invierte a un interés compuesto
anual del 6%. {Cudnto tardard la inversién en incrementar su valor a $150?

Soluciéon A un interés del 6% anual, la inversion crece por un factor de 1.06 cada
afio. Por tanto, después de n afios, el valor es 100(1.06)". Igualando esto a 150, ob-
tenemos la siguiente ecuacién con incognita n:

100(1.06)* = 150 o  (1.06)* = 1.5
Tomamos logaritmos en ambos lados y simplificamos.

log (1.06)" = n log (1.06) = log (1.5)

_ log(1.5) _ 0.1761 _
log (1.06)  0.0253

6.96

En consecuencia, le lleva casi 7 afios a la inversion incrementar su valor a $150. @ 24

Estos dos ejemplos nos han conducido a una ecuacién del tipo
a=b

en donde a y b son dos constantes positivas y x es la incégnita. Tal ecuacién siem-
pre puede resolverse tomando logaritmos en ambos lados.

_ logb

e 25
log a

log (@*) = xloga =logb demodoque x

En principio, no hay diferencia entre problemas en que intervienen funciones expo-
nenciales crecientes (@ > 1) y aquellos con exponenciales decrecientes (a < 1). El
siguiente ejemplo trata de una funcién exponencial que decrece.

EJEMPLO 3 (Bebidas y conduccion de automaoviles) Poco después de consumir
una dosis sustancial de whisky, el nivel de alcohol en la sangre de una persona su-
be a un nivel de 0.3 miligramos por mililitro (mg/ml). De ahi en adelante, este ni-
vel decrece de acuerdo con la férmula (0.3)(0.5), en donde 7 es el tiempo medido en
horas a partir del instante en que se alcanza el nivel mas alto. ;Cudnto tendrd que
esperar esa persona para que pueda conducir legalmente su automovil? (En su loca-
lidad, el limite legal es de 0.08 mg/ml de alcohol en la sangre).
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@ 26. En el ejemplo 3, si el
limite legal fuera 0.05 en vez de
0.08, (cudnto tiempo tardaria en
estar legalmente apto para
conducir?

log (0.05 + 0.3)

Respuesta = log (0.5)
_ —0.7782 258 h
T 03010 Yoo

Solucion Deseamos encontrar el valor de ¢ que satisfaga:
(0.3)(0.5)" = 0.08
Esto es,

0.5) = % = 0.267

Tomando logaritmos, obtenemos
log (0.5)" = tlog (0.5) = log (0.267)
de modo que

_ log (0.267) _ (=0.5735)
log (0.5) (—0.3010)

=191

(de la tabla A.3.1)

Por tanto, le lleva 1.91 horas alcanzar la aptitud legal para conducir. @ 26

En el ejemplo 9 de la seccién 6-1 mostramos cémo calcular una tasa efectiva anual
dada la tasa nominal. Si deseamos dar el paso de regreso, para composicién conti-
nua, necesitamos logaritmos.

EJEMPLO 4 (Inversion) Cuando la composicion se hace de manera continua, ;qué
tasa nominal de interés da el mismo crecimiento en un afio completo que una tasa
de interés anual del 10%?

Solucién Una suma P invertida a una tasa nominal de interés de R por ciento com-
puesto continuamente tiene un valor Pe’ después de un afio, con i = R/100. (Tome
x = 1 en la férmula para composicién continua). Si se invierte al 10% anual, aumen-
tarfa por un factor de 1.1 durante cada ano. Por tanto, debemos hacer

Pe= (1.1)Poe = 1.1
Si tomamos logaritmos naturales en ambos miembros, obtenemos
In(e’) = In(1.1)
Pero, In(e*) = x, para cualquier nimero real x, de modo que
i =In(1.1) = 0.0953

Por tanto, R = 100; = 9.53.

De modo que 10% de interés compuesto anualmente es equivalente al creci-
miento anual proporcionado por medio de una tasa de interés nominal de 9.53%
compuesto continuamente. @ 27

Las férmulas siguientes resumen los procedimientos para intercambiar entre
tasas efectiva y anual para composicion continua.
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@ 27. Sila tasa efectiva es 15%,
(cudl es la tasa nominal si la
composicién es continua?

Respuesta

100 In(1.15) = 13.98%

@ 28. Exprese lo siguiente en la

forma e*':

a)2y b)02%5 ¢ (1 +10)

Respuesta  a) ¢V

b) e~1:6091,

¢) elln 1+l

Nominal a efectiva: iy=e —1, j = —nom

Efectiva a nominal: i=In(1+iy), i,=-—-

Cambio de base

Cualquier funcién exponencial puede escribirse en términos de una funcién exponen-
cial natural. Sea y = a*. Entonces, ya que podemos escribir a = ¢ ¢, se sigue que

y = (61" a)x — e(ln a)x
Asi, tenemos:

Férmula de cambio de base para exponenciales

a*=e donde k=1Ina

Asi, cualquier funcién exponencial y = a* puede escribirse en la forma equivalente
y = e conk = Ina.

EJEMPLO 5 En el ejemplo 3, el nivel de alcohol en la sangre de la persona al ins-
tante ¢ fue dado por la férmula (0.3)(0.5)" mg/ml. Podemos escribir esto en térmi-
nos de e,

(0.5) = e
en donde

k=1n(0.5)=In5 —In 10 = 1.6094 — 2.3026 = —0.69

con dos cifras decimales. Por tanto, el nivel de alcohol después de ¢ horas es
(0.3)e” 0% @ 28

Es una practica comtn escribir cualquier funcién exponencial creciente a* en
la forma e**, con k = In a. Una funcién exponencial que decrece, definida por a* con
a < 1, se escribird por lo regular como e~ *, en donde k es la constante positiva dada
por k = —In a. La constante k se conoce como la tasa de crecimiento especifica
para la funcién e y como la tasa de decrecimiento (decaimiento) especifica pa-
ra la exponencial que decae e™*.

Cuando hay que resolver una ecuacién cuya incégnita estd en un exponente
y la base es e, en general es mds fécil usar logaritmos naturales que logaritmos co-
munes.

EJEMPLO 6 (Crecimiento de una poblacion) La poblacion de cierta nacién en de-
sarrollo estd dada en millones de habitantes por la férmula

P = 15¢00x
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en donde ¢ es el tiempo medido en afios desde 1970. ;Cudndo alcanzara la pobla-
cion los 25 millones, suponiendo que esta férmula mantiene su validez?

Soluciéon Haciendo P = 25, obtenemos la ecuacién
15¢202 = 25 obien €002 =23 = 1.667

De nuevo, tenemos una ecuacién en la cual la incégnita aparece como exponente y
podemos despejar ¢ tomando logaritmos en ambos lados. Sin embargo, dado que la
exponencial tiene base e, es més facil tomar logaritmos naturales, puesto que ¢%%% =
1.667 es lo mismo que 0.027 = In 1.667. En consecuencia

_ In1.667 _ 05108
0.02 0.02

=255

Por tanto, la poblacién tarda 25.5 afios en alcanzar los 25 millones, lo que ocurrira
a mediados de 1995.

Es posible expresar logaritmos con respecto a una base en términos de loga-
ritmos con respecto a cualquier otra base. Esto se realiza por medio de la féormula
de cambio de base, la cual afirma que

Férmula de cambio de base para logaritmos

_log,y
log, y = log, a

Antes de probarla, ilustrémosla examinado dos importantes casos especiales.
En primer término, sea b = e, de modo que log, y = Iny y log, a = In a. Entonces,
tenemos:

Iny
log, y = Ina

Concluyendo, el logaritmo de 'y con base a es igual al logaritmo natural de y divi-
dido entre el logaritmo natural de a.
Segundo, haciendo b = 10, de modo que log, y = log y y log, a = log a. Asi:

log y
log a

log, y =

que expresa log, y como el cociente de los logaritmos comunes de y y a.

EJEMPLO 7 Sia = 2, tenemos lo siguiente:

Iny Iny

1 = —=
82 Y T 02 T 0.6931
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o Por ejemplo,
@ 29. Exprese lo siguiente en
términos de logaritmos naturales: 1

I3 _ 10986
@ logy e D) logs 6 °%2° = 100 T 06931

= 1.5850 @ 29

De manera alterna, podemos utilizar logaritmos comunes:

log3 04771
log2 0.3010

log, 3 = = 1.5850

Ahora bien, sea y = b en la formula de cambio de base. Entonces el numera-
dor del lado derecho se transforma en log,b, que es igual a 1. Por tanto, obtenemos
los resultados siguientes:

1
log, a = @ (log, b)log, a) = 1

EJEMPLO 8 Si b = 10, tenemos

log, 10 =
log a
Por ejemplo,
1 1
log, 10 = —— = = 3.3219
8 log2 03010
lo 10=L= ! = 2.0959
& log3 04771 =
In 10 = log, 10 =
log e

Hasta cuatro cifras decimales, los valores de estos dos logaritmos son
log e = log(2.7183) = 0.4343 'y In 10 = 2.3026

Cada uno de ellos es reciproco del otro.

La férmula del cambio de base nos permite relacionar un logaritmo de una ba-
se general a con un logaritmo comtn. En particular, tomando a = e, podemos ex-
presar el logaritmo natural en términos del logaritmo comun:

logy _ logy
1 = =
08V T Toge 04343
En consecuencia
Respuesta  a) ﬁ b) % Iny =2.3026logy
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Asi, con el propésito de encontrar el logaritmo natural de y, podemos deter-
minar el logaritmo comun de y y multiplicarlo por 2.3026. Sin embargo, este méto-
do de calcular el logaritmo natural de un nimero no es muy conveniente, cuando se
compara con el uso de una tabla adecuada. Sin embargo, la relacién entre los dos lo-
garitmos es de importancia tedrica.

EJEMPLO 9 Con base en la tabla A.3.1, encontramos que log 2 = 0.3010, de mo-
do que log 0.2 = 0.3010 — 1 = —0.6990. Los logaritmos naturales de 2 y 0.2 son,
por tanto,

In 2 = 2.3026 log 2 = (2.3026)(0.3010) = 0.6931

y también

In 0. 2 = 2.3026 log 0.2 = (2.3026) (—0.6990) = —1.6095

No es dificil demostrar la férmula del cambio de base para logaritmos. Empe-
zamos con las dos proposiciones equivalentes

y=a* 'y x=log,y
De manera similar, si a = b¢, ¢ = log, a. Pero entonces
y = a* = (b”)" = bcx

y de esto se sigue que cx = log, y. Por tanto, sustituyendo ¢ y x, obtenemos la férmu-
la requerido, log, y = log, y/log, a también requerida.

log, y = cx = (log, a)(log, y)

o, log, y = log, y/log, a también requerida.
El modelo logistico

Anteriormente, cuando analizamos el crecimiento de poblaciones, mencionamos
que una funcién de crecimiento exponencial puede utilizarse para crecimiento de
poblaciones sin restricciéon de sus medios ambientes. Sin embargo, cuando el hébi-
tat impone limitaciones sobre el crecimiento, el crecimiento exponencial no conti-
nda de manera indefinida, y eventualmente el tamafio de la poblacién se nivela. La
funcién que se utiliza con mayor frecuencia para modelar un crecimiento restringi-
do de esta clase se denomina modelo logistico. Tiene como base la ecuacion si-
guiente para el tamafio de la poblacién.

Y

— 1
1+ Ce* (0

y:

Aqui y es el tamafo de la poblacion en el instante ¢y y
positivas.

Una gréfica comun de y contra ¢ para esta funcion logistica se muestra en la
figura 8. Observemos que cuando ¢ se vuelve muy grande, e ¥ se hace muy peque-
fia, de modo el denominador en la ecuacion (1) se hace cada vez mas cercano a 1.

C'y k son tres constantes

m’
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Yo

FIGURA 8

Por tanto, y se hace mds préxima a y_ cuando ¢ se vuelve muy grande. Esto es evi-
dente de la gréfica en la figura 8, la cual se nivela y aproxima a la recta horizontal
y =y, cuando f se hace grande.

Si el valor inicial y, de y es mucho mds pequefio que el eventual valor de y,,
entonces el tamafio de la poblacién muestra un periodo de crecimiento para valores
pequefios de 7 que es aproximadamente exponencial. Sin embargo, eventualmente,
el crecimiento disminuye y al final se nivela, aproximandose a y, cuando ¢ se hace
muy grande. Este nivel final y  representa el tamafio maximo que la poblacién pue-
de sustentarse del medio ambiente.

EJEMPLO 10 (Crecimiento logistico poblacional) Cierta poblacion crece de
acuerdo con la ecuacién logistica, con constantes y = 275 millones, C = 54y k =
(In 12)/100. La variable ¢ se mide en afios. ;Cudl es el tamafio de la poblacién cuan-
dor =0, 100 y 200?

Soluciéon Cuando ¢ = 0, el tamafio es

Vo 275

1 +C® 1+54

Yo = 5  (millones)

Sustituimos ¢ = 100 en la ecuacién (1).

ym

YT Ce ki

Ahora 100k = In 12, de modo que

e~ 100k = o—In12 = ln(1/12) = ﬁ
Por tanto,

275 275
= 5~ =50  (millones)
1+ 54(33) 1+ 3)

Cuando ¢ = 200,
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Vm _ Y
1 + Ce—k200) 1+ C(e100k)2

275 275 )
= T, = 5- =200  (millones)
1 + 54() 1+ ®)

(Este ejemplo proporciona una aplicacion aproximada de la ecuacién logistica a la
poblacién de Estados Unidos en los afios 1777 (t = 0) a 1977 (+ = 200). Para este
ejemplo, el tamaiio eventual de la poblacién es 275 millones).

La ecuacién logistica se utiliza en muchas situaciones diferentes a las del crecimien-
to de poblaciones. Las caracteristicas esenciales de la funcién logistica son que para
valores pequeflos de 7, se parece a una funcién exponencial, mientras que para va-
lores grandes de 7, se nivela y aproxima cada vez mas a cierto valor limite. Estas carac-
teristicas acontecen en varios fendmenos y explica el amplio uso de esta funcion.

Un ejemplo es la difusién de informacion en una poblacién. Por ejemplo, la
informacién podria ser una noticia, un rumor, o el conocimiento acerca de algin
nuevo producto que se ha lanzado recientemente al mercado. Si p representa la pro-
porcién de la poblacién que esta al corriente de la informacidn, entonces para valo-
res pequefios de #, p es pequefia y crece cominmente de una manera exponencial.
Sin embargo, p no puede exceder a 1, y cuando ¢ se hace mas grande, p se hace mas
cercana a este valor conforme la informacién se difunde en toda la poblacién. Uti-
lizando la ecuacidon logistica, modelarfamos a p por medio de la expresion

1

P= T Ce™™

EJEMPLO 11 (Difusion de informacion) En t = 0, 10% de los corredores de bol-
sa han escuchado acerca del inminente colapso financiero de una gran aerolinea.

Dos horas mds tarde, 25% han escuchado tal informacién. ;Cuanto tiempo pasara
antes de que el 75% la haya escuchado?

Soluciéon Si ¢ = 0, determinamos que

1 1

P 1Y Cr® T+cC

0.1

Por tanto, 1 + C = 10 o C = 9. Ahora, cuando ¢ = 2, tenemos

1 1
- - =025
P15 Cet® T+ 902

Por consiguiente,

14 9e % =4
Q¢ 2k =3

_ 1

e 2k — 3
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I :):rCicios 6-4

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, encontramos que

—2k=In(§)=—-In3 yasi

k=%ln3

Al encontrar los valores de k y C, conocemos la forma precisa de p como una fun-
cion de t. Deseamos calcular el valor de ¢ en el que p = 0.75.

_ 1 _ _3
P Tagew M7
1+ 9e k=4
9ekr =+
ekt = 21_7

Otra vez, tomando logaritmos naturales de ambos lados, obtenemos

y asi

—kt =1In (35) = —In 27

t:1n27 _In27 2@} _ 6In3 _

%ln3 In3 In3

Por lo que pasan 6 horas antes de que el 75% de los corredores de bolsa hayan es-
cuchado acerca del colapso de la aerolinea.

(1-10) Resuelva las siguientes ecuaciones para x.

1.

© N omow

11.

12.

13.

100 =25 2. 2=125
323 =4 4. 321=x =10
3 = 22 6. (32 = 2V2*
L2y =25 8. 2y =3
. a* = cb* 10. (a9)? = b**!
(Crecimiento de la poblacion) La poblacién del planeta en

1976 era de 4 mil millones y estaba creciendo a un 2%
anual. Si esta tasa de crecimiento sigue vigente, jcuando
alcanzard la poblacién los 10 mil millones?

(Crecimiento de una poblacion) La poblacién de China en
1970 era de 750 millones y estd creciendo a un 4% al afio.
(Cudndo alcanzard esta poblacién los 2 mil millones, supo-
niendo que continde la misma tasa de crecimiento? (La ta-
sa de crecimiento actual es bastante menor).

(Crecimiento de una poblacion) Con los datos de los ejer-
cicios 11 y 12, calcule cudndo la poblacién de China serda
igual a la mitad de la poblacién de la Tierra.

14. (Crecimiento de utilidades) Las utilidades de una compa-

fifa han crecido a un promedio del 12% anual entre 1980 y
1985 y en este dltimo afio alcanzaron el nivel de $5.2 mi-
llones. Suponiendo que la tasa de crecimiento continda,
(cudnto tendrén que esperar antes de alcanzar los $8 millo-
nes por afio?

15. (Circulacion de periddicos) Dos periddicos que compiten

tienen circulaciones de 1 millén y 2 millones, respectiva-
mente. Si el primero aumenta su circulacién en 2% al mes,
mientras que la circulacién del segundo decrece en 1% al
mes, calcule cudnto debera transcurrir antes de que las
circulaciones sean iguales.

(16-17) (Interés compuesto) Suponga que se invierten $1000
a un interés compuesto anual del 8%.

16. ;Cudnto le llevaré incrementarse a $1500?
17. ;Cuénto tardard en multiplicarse a $3000?

18. (Interés compuesto) La regla préctica siguiente a menudo

se emplea en finanzas: si la tasa de interés es el R por cien-
to anual, entonces el nimero de afios, n, que la inversion
tarda en duplicarse se obtiene dividiendo 70 entre R (es de-
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cir, n = 70/R). Calcule n exactamente para los valores si-
guientes de R: 4, 8, 12, 16 y 20. Compare sus respuestas
con aquellas obtenidas por la férmula n = 70/R y estime
la precision de la regla practica.

(19-22) Utilice la férmula de cambio de base para demostrar
lo siguiente.

19. (log, a)(log, b)(log, c) = 1

20. (log, a)(log, b)(log, c) =log, a

21. In x = (log x)(In 10)

22. (In 10)(loge) = 1

(23-26) Exprese las funciones siguientes en la forma y = ae*.

23.y="2 24. y = (1000)2/3

25. y = 5(1.04y
26. y = 6 X 19 (1.05)

27. (Crecimiento de la poblacion) La poblacién actual de Asia
es de 4 mil millones y crece a una tasa del 2% anual. Ex-
prese la poblacién y al tiempo ¢ (en afios) a partir de este
momento en la forma y = ae*’.

28. (Depreciacion) Una compaiiia adquiere una maquina en
$10,000. Cada afio el valor de la maquina decrece en un
20%. Exprese el valor en la forma be¥, en donde b y k son
constantes y el tiempo ¢ = 0 corresponde a la fecha de ad-
quisicién.

29. (Aumento en el I.P.C.) Entre enero de 1975 y enero de
1980, el indice de precios al consumidor / pasé de 121 a
196.

a) Calcule el incremento porcentual promedio por afio du-
rante este periodo.

b) Exprese I en la forma be, con t = 0 correspondiente a
enero de 1975.

¢) Suponiendo que esta tasa de crecimiento continda, de-
termine cudndo / alcanzard 250.

30. (Crecimiento de una poblacion) Una poblacién crece de
acuerdo con la férmula

P =5 X 1060061

en donde ¢ se da en afios. Calcule el porcentaje de creci-
miento anual. ;Cudnto tardard la poblacién en incremen-
tarse en un 50%?

31. (Crecimiento de una poblacion) Una poblacién tiene un
tamafio dado por la férmula

P =Pyt
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Encuentre una expresion para el porcentaje de crecimiento
por unidad de tiempo y para el intervalo de tiempo que la
poblacién tarda en duplicar su tamafio y también tripli-
carlo.

32. (Crecimiento en ventas) El volumen de ventas de cierto
producto estd creciendo 12% anualmente. Si el volumen
actual es de 500 unidades diarias, jen cudnto tiempo se al-
canzard la cifra de 800 diarias?

33. (Frecuencia publicitaria) El volumen de ventas de una
marca de detergente disminuye después de una campaiia
publicitaria de acuerdo con la férmula V() = 750(1.3)7,
donde 7 es el tiempo en meses. La siguiente campaiia estda
planeada para cuando el volumen de ventas haya caido a
dos tercios de su valor inicial. ;Cudnto tiempo debe pasar
entre dos campaiias sucesivas?

(34-36) Calcule la tasa nominal de interés que compuesta con-
tinuamente es equivalente a:

34. 8% de interés anual.
35. 12% de interés anual.
36. 15% de interés anual.

37. (Precio de acciones) Se observé que la razén de aumento
de precio de cierta accién cambid entre el principio de
1982 y 1987 de acuerdo con la férmula R = 4(1.2), don-
de ¢ es el tiempo en afios a partir de 1982. ;Cudl era el va-
lor de la razén en 1987 (+ = 5)? Suponiendo que se mantie-
ne el incremento, ;cudndo alcanzara la razén el valor 20?

(38-39) (Radiactividad) Muchos isétopos de elementos quimi-
cos son inestables y cambian espontdneamente en otros iséto-
pos; este decaimiento se llama radiactividad y generalmente
estd acompaiiada por la emision de uno de los tres tipos de ra-
diacién llamados rayos «, 8 o . Si una muestra contiene ori-
ginalmente una cantidad y, de un isétopo radiactivo, después
de un tiempo ¢ contendrd una cantidad y = y,e~*, donde k es
la constante de decaimiento.

38. La constante de decaimiento del C'* (carbono-14) es de
1.24 X 10~* cuando ¢ estd medido en afios.

a) Calcule el porcentaje de la muestra original que perma-
nece después de 2000 afios y después de 10,000 afios.

b) Calcule el nimero de afios necesarios para que decaiga
la mitad de la muestra (esto se llama la vida media del
is6topo).

39. La vida media del radio es de 1590 afios (véase el ejercicio
38). Calcule su constante de decaimiento. Si se dejan 10
gramos de radio, ;cudnto quedard despies de 1000 afios?

40. (Poblacion de bacterias) La poblacion de bacterias en el
estomago de una persona que ha ingerido comida infecta-
da, se expande por division celular duplicindose cada 20
minutos. Si habfa 1000 bacterias inicialmente, expresar el



41.

42.

43.

4.

45.

46.

tamafio de la poblacién después de ¢ minutos utilizando la
férmula y = a - 2"y determine las constantes a y b. ;A los
cuantos minutos habra 10,000 bacterias?

(Magnitudes estelares) La magnitud M de una estrella o
planeta estd definida por M = —(%) log (B/B,) donde B es
la brillantez y B, es una constante. El planeta Venus tiene
una magnitud promedio de —3.9 y la estrella Polar, de 2.1.
En promedio, ;cudntas veces es Venus mds brillante que la
estrella Polar?

(Escala de Richter) La magnitud R de un terremoto esta
definida como R = log (A/A,) en la escala de Richter,
donde A es la intensidad y A es una constante. (A es la am-
plitud de la vibracién de un sismégrafo estidndar localizado
a 100 kilémetros del epicentro del terremoto). El terremo-
to de 1964 en Alaska midi6 8.5 en la escala de Richter. El
mayor terremoto registrado midié 8.9. ;Cudnto mds inten-
so fue este terremoto que el de Alaska?

(Escala de decibeles) El volumen L de un sonido esta de-
finido en decibeles como L = 10 log (//I ) donde I es la in-
tensidad del sonido (la energia cayendo en una unidad de
drea por segundo) e I es la intensidad de sonido mds baja
que el oido humano puede oir (llamado umbral auditivo).
Una habitacién tranquila tiene un nivel sonoro promedio
de 35 decibeles. Una conversacion en voz alta tiene un rui-
do de fondo de 65 decibeles. El umbral de dolor ocurre
aproximadamente a 140 decibeles. Calcule //1 para cada
uno de estos tres niveles de sonido.

(Crecimiento de una poblacion) Cierta poblacién de in-
sectos consiste en dos tipos: T, y T,. Al principo la pobla-
cién era de 90 insectos T, y 10 insectos T,. La poblacién T
crece en promedio 1% diario, y la T,, 4%. ;Cuéndo estara
la poblacién dividida en partes iguales entre los dos tipos?

(Crecimiento de una poblacion) Una poblacién de bacte-
rias duplica su tamafio cada 19 minutos. ;Cudanto tiempo
tardard en incrementarse el nimero de organismos, de 10°
a 10

(Radioterapia) Cuando se someten a tratamiento de radia-
cion las células cancerosas, la proporcion de células sobre-
vivientes al tratamiento estd dado por

P=ek

donde r es el nivel de radiacién y k una constante. Se ha en-
contrado que 40% de las células cancerosas sobreviven
cuando r = 500 Roentgen. ;Cudl debe ser el nivel de ra-
diacién para que sélo sobreviva el 1%?
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

(Ley de enfriamiento de Newton) Un cuerpo, a una tempe-
ratura T por encima a la del medio que lo rodea, se enfria
de acuerdo con la férmula T = Te~¥, en donde T}, es la di-
ferencia inicial de temperaturas, ¢ es el tiempo y k es una
constante. Se encontrd que la diferencia de temperaturas
descendi6 a la mitad del valor inicial en 20 minutos. Si al
inicio, T, = 60°C, ;cuénto tiempo pasard para que la dife-
rencia de temperaturas disminuya a 10°C?

(Crecimiento de ventas) Un producto nuevo fue introduci-
do en el mercado en ¢ = 0, y a partir de ese momento sus
ventas mensuales crecieron de acuerdo con la férmula

S = 4000(1 — ey’

Si§ = 2000 cuando ¢ = 10 (esto es, después de 10 meses),
determine el valor de k.

(Curva de aprendizaje) La eficiencia de un individuo para
realizar una tarea rutinaria mejora con la practica. Sea ¢ el
tiempo que empled en el aprendizaje de la tarea y y una
medida del rendimiento del individuo. (Por ejemplo, y po-
drfa ser el nimero de veces, por hora, que la tarea puede
realizarse). Entonces una funcién que con frecuencia se
utiliza para relacionar y con t es

y=A( — e h)

donde A y k son constantes. (La grafica de tal relacién en-
tre y y ¢ se denomina curva de aprendizaje). Después de
una hora de préctica, una persona, en una linea de ensam-
blado puede apretar 10 tuercas en 5 minutos. Después de 2
horas, la persona puede apretar 15 tuercas en 5 minutos.
Determine las constantes A y k. ;Cudntas tuercas puede
apretar la persona después de 4 horas de practica?

(Modelo logistico) Una poblacién crece de acuerdo con
el modelo logistico, con constantes y = (13&) X 107,
C= 2%5 yk=1n (%). Determine el tamafio de la poblacién

cuandot =0, 1y 2.

(Modelo logistico) El peso de un cultivo de bacterias estd
dado por

2
Y= T1+3027)

en donde ¢ se mide en horas. ;Cudl es el peso cuando ¢ = 0,
1,2y4?

(Difusion de informacion) Se desarrollé una nueva varie-
dad mejorada de arroz. Se determiné que después de ¢
afios, la proporcién de agricultores de arroz quienes han
cambiado a la nueva variedad estd dada por medio de un
modelo logistico

p =0+ Ce k)1
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Ent = 0, el 2% de los agricultores estan utilizando la nue-
va variedad. Cuatro afios mds adelante, el 50% lo estd ha-
ciendo. Evalie Cy k y calcule cudntos afios pasaran antes
de que el 90% hayan cambiado a la nueva variedad.

*53. (Funcion de Gompertz) Otra funcién que algunas veces se
utiliza para describir crecimiento restringido de una pobla-

cion es la funcién de Gompertz
y= pe,a,—kr

en donde p, c y k son constantes. Demuestre que en ¢ = 0,

y = pe~ ¢y que conforme ¢ crece, y se aproxima cada vez

mas al valor p.

B ::r/50 DEL CAPITULO 6

Términos, simbolos y conceptos importantes

6.1 Interés compuesto, tasa de interés anual.
Tasas nominal y efectiva de interés.
Composicion continua; el nimero e.
Valor presente.

6.2 Funcion exponencial, base; y = a*
Gréficas de crecimiento y funciones de decaimiento
exponencial.
Funcién exponencial natural, y = e* y su gréfica.

6.3 Logaritmo con base a; log, y
Griéficas de funciones logaritmicas.
Formas equivalentes logaritmicas y exponenciales de una
expresion.
Propiedades de los logaritmos.
Logaritmos naturales: x = In y
Logaritmos comunes: x = log y

6.4 Ecuacion exponencial.
Férmulas para cambio de base para exponenciales y
logaritmos.
El modelo logistico.

Formulas

Interés compuesto:

Valor después de n periodos = P(1 +i)".

Para k composiciones por afio a tasa nominal R%,
R

"~ Took

Tasas nominal y efectiva: 1 + i, = (1 + k.

Composicién continua; valor después de N afios = Pe;
1 +i,=eé.

Valor presente; V.P. = P(1 + i)™
x=log,ysiy =a*
x=Inysiy=e*

x =logysiy= 10"

Propiedades de los logaritmos (aqui s6lo se formulan para lo-
garitmos naturales):
Inl1=0 Ine=1

In@vy)=Inu+Inv 1n(l)=1nu—1nu
v

In <l> = —Inv
v

paratoday > 0

In(@w)=nlnu

eny =y In(e*) = x  para toda x.
Férmulas de cambio de base para exponenciales:
a* = e¥, donde k = In a.

Férmulas de cambio de base para logaritmos:

log, y 1 _Iny ) _ logy
08,y 08,y log a

1 —
08 Y log, a Ina

I °R0B:MAS DE REPASO DEL CAPITULO 6

1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo
por una proposicién verdadera correspondiente.

a) log, 1 = 0, para todo nimero real a
b) eM"(x) = x, para todo ntimero real x

¢) In(e*) = x, para todo nimero real x
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d) Puesto que (—3)4 = 81, entonces log_, 81 = 4
e) log,(2 + a) = log,(a) + 1

/) La funcidén a* representa crecimiento exponencial si a
> 1 y decaimiento exponencial si 0 <a < 1

g) La funcién e* representa crecimiento exponencial si k
> () y decaimiento exponencial si k < 0



In @®
— 2
h) n In a
i) loge = 10

J) 2log,a=1
k) Silogx > 1, entonces x > 10
l) Silnx < 0, entonces x < 0

m) log(1000) — log(100) = log(900)

(2-6) Determine el valor de cada una de las siguientes expresio-
nes. Suponga que x representa un valor positivo y distinto de 1.
No utilice una calculadora.

2.
3.
4.
5i.
6.

logVx x
In e®
log,, 8

log; V25

1
10gx;

(7-12) Si log, 4 = x, determine las siguientes expresiones en
términos de x.

7.
8.
9.
*10.
11.
*12.

log, 2

log, 12
log, V108
log,12
log,,36

log, V18

(13-22) Resuelva las siguientes ecuaciones. (Aproxime sus res-
puestas al milésimo mas cercano).

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
*20.
*21.
22.
*23.
*24.

*25.

3l =7

5y+2 = 32y+1
o232 = |

log, 4 + log, x =6

log, 27 — log, x — log*(x + 2) =2

log(6x — 8) = 1 — log(Vx)

%log7(x) = log,(x — 2)

log,(x) + log,(x + 1) = log,(15 — x)

112 = 1213**1

3" =9

Siln(x —y) =Inx — Iny, escriba a y en términos de x.

Demuestre que

aln(b/c) o bln(c/a) = Cln(b/a)

+
Demuestre que si In (a b) % [In(a) + In(b)], enton-

cesa=>b e

26. Sin utilizar una calculadora o tablas, demuestre que

log\/g +log 27 +logV125 3
log 90 T2

(27-34) Determine los dominios de las siguientes funciones.

ex
27 f) =

28. flix) = Ve

29. f(x) = log(1 + x?)

30. fix) = In(4 — )

31 f(x) = In|4 — 22|
1
1 + log x

33. flx) = V1 — 10*
34. fix) = Vex — 1

(35-38) Haga un bosquejo de las graficas de las siguientes fun-
ciones.

35. fix) = log(x — 2)
36. fix)y=3 —Inx
37. fix) = |10gx|
38. f(x) = log| x|

32. fix) =

39. (Interés compuesto) Una cantidad P se compone de mane-
ra continua a una tasa nominal de interés anual de 6%. De-
termine el tiempo necesario para que la inversién duplique
su valor, es decir, ;en cudnto tiempo la inversion tendrd un
valor de 2P,. Proporcione su respuesta al centésimo mas
cercano.

40. (Interés compuesto) Con respecto al problema anterior.
Determine el tiempo necesario para que la inversion.

a) triplique su valor;
b) cuatriplique su valor.

41. (Interés compuesto) Si una inversion a una tasa nominal de
interés anual de 7%, compuesta continuamente, duplica su
valor en 10 afios, ;cudl es el valor de »?

42. (Depreciacion exponencial) Un equipo de cémputo se
compra en $15,000 y se deprecia de manera continua des-
de la fecha de compra. Su valor al cabo de ¢ afios estd da-
do por la férmula

V(#) = 15,000 015

a) Determine el valor del equipo de cémputo después de
12 afios.

b) Determine la disminucién porcentual del valor cada
afo.

¢) Al cabo de cuanto tiempo el valor del equipo se reduce
a la mitad del valor original.
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43. (Inversiones) Cierta cantidad se invirti a una tasa de inte-

44

*45

46.

47.

48.

49.

rés mensual de 1.1% compuesta mensualmente. Después
de t, meses la inversion tiene un valor de $10,565.4, y al
cabo de ¢, meses asciende a $12,460.8. Determine £, — ,.

(Biologia) Unos cientificos encontraron que el tamafio de
cierto insecto se puede determinar mediante la siguiente
férmula:

L) = 12(1 — e~002%)

donde L es la longitud, en centimetros, de un insecto con ¢
dias de vida.

a) Determine la longitud de un insecto que tiene 25 dias.

b) Si un insecto tiene una longitud de 6 centimetros,
(cudntos dias tiene?

¢) Segun estos cientificos, ;cudl es el mayor tamafio que
puede tener la clase de insecto que estudian?

(Bienes raices) Un desarrollador de bienes raices posee
una propiedad que podria vender de inmediato por
$350,000. Por otro lado, si la conserva durante 4 afios y la
urbaniza, gastaria $150,000. Entonces la venderia en
$700,000. Suponga que el costo de urbanizacion seria gas-
tado de un fondo al final de 2 afios y debe pedirse prestado
de un banco al 11% de interés anual. Si la tasa de descuen-
to es de 10%, calcule el valor presente de esta segunda al-
ternativa y con base en ella decida, de estas dos alternativas,
cudl representa la mejor estrategia para el desarrollador.

(Interés compuesto) Gabriela Garcia deposita $20,000 a
una tasa de interés nominal del 15% anual. ;Cudl serd el
valor de la inversion 3 afios después, si se capitaliza:

a) anualmente?

b) trimestralmente?
¢) mensualmente?
d) continuamente?

(Tasa efectiva) Demuestre que si una cantidad se invierte a
una tasa nominal de R% anual compuesta k veces en un
afio, entonces la tasa efectiva es r% anual, en donde

_ R
r= [(1 + W)k](lOO)

(Tasa efectiva) Demuestre que si una cantidad se invierte a
una tasa nominal de R% anual compuesta continuamente,
entonces la tasa efectiva es r% anual, en donde

r = 100(ef1%0 — 1)

Determine la tasa de interés anual efectiva correspondiente
a una tasa nominal de 12% compuesta:

a) (semestralmente?
b) (trimestralmente?
¢) ¢(mensualmente?

d) (continuamente?
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50.
51.

52.

53.

54

5S.

56.

*57.

*58.

59.

Repita el ejercicio 49, si la tasa nominal es de 5%.

Determine la tasa de interés nominal que corresponde a una
tasa efectiva de 7.6%, cuando la capitalizacién se realiza:

a) (semestralmente?
b) (trimestralmente?
¢) (mensualmente?
d) (continuamente?

Se dice que Peter Minuit, en 1626, compro la isla de Man-
hattan por 60 florines: unos 24 ddlares. Suponga que los
indios americanos hubiera depositado los $24 en el banco
a una tasa de 7% de interés compuesto anualmente. ;Cudl
serfa el valor de ese depdsito en el afio 2010?

Con respecto al problema anterior, ;cudl seria el valor de
esos $24 délares en el afio 2010, si la composicién fuera
continua?

(Inversiones) Esteban Martinez acaba de recibir una heren-
cia. Gran parte de ella la depositard en una cuenta bancaria.
En el banco A su dep6sito devengaria una tasa de interés de
11.30% anual capitalizable semestralmente mientras que
en el banco B la tasa de interés es de 11.15% anual capita-
lizable mensualmente. Con el propdsito de obtener la me-
jor tasa de interés, ;donde le recomendaria depositar su di-
nero a Esteban?

(Crecimiento del PNB) La poblacién de cierta nacién en
desarrollo crece al 2.5% anual. ;Cudnto tiene que incre-
mentarse anualmente el PNB, si el ingreso per cdpita debe
duplicarse en 15 afios?

(Crecimiento del PNB) El PNB de la nacién A se incre-
menta de $1.5 mil millones a $2.2 mil millones entre 1990
y 2000.

a) Calcule el porcentaje de crecimiento promedio anual.
b) Exprese el PNB en el instante 7 en la forma ae’.

¢) Suponiendo que esta tasa de crecimiento continua, de-
termine cudndo el PNB alcanzard $3.1 mil millones.
(Redondee al ano mas cercano)

(Crecimiento de la poblacion) La poblacién mundial al ini-
cio de 1976 era de 4 mil millones; mientras que en 1950
era de 2.659 mil millones. Suponiendo que la tasa de cre-
cimiento fuese constante y que no se modifica en los si-
guientes anos, ;cudl seria la poblacién mundial en el afio
20107 Proporcione su respuesta al millén mds cercano.

(Difusion de un rumor) En el instante ¢t = 0 dias, el porcen-
taje de cierta poblacién que conoce un rumor es 5%, cinco
dias después 30% han escuchado el rumor. ;Cudnto tiempo
pasard antes de que el 80% de esa poblacién esté enterada
del rumor? Proporcione su respuesta al entero mas cercano.

La constante de decaimiento del C* es de 1.21 X 1074,
cuando ¢ se mide en afios. (Vea el caso de estudio al inicio
y final de este capitulo).



60.

Calcule el porcentaje de la muestra original que permane-
ce después de 10,000 afios y después de 25,000 afios.

La vida media del cesio 137 Cs'?7 es de 30.22 afios (véase
el ejercicio 59); mientras que la del estroncio 90 es de 28.8
afios Sr. Ambos elementos radiactivos fueron liberados

en el reactor nuclear de Chernobyl en abril de 1986. ;En
qué afio la cantidad de Cs'37 serd igual a 1% de la cantidad
que fue liberada? ;En qué afio la cantidad de Sr*° serd igual
a 1% de la cantidad que fue liberada? Proporcione su res-
puesta al entero més cercano.
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CASO DE ESTUDIO

ANTIGUEDAD DE LOS FOSILES

Como se mencioné al inicio del capitulo, un método conocido
para fechar restos fésiles es el método del carbono 14 (C'#). En
los problemas 38 y 39 de la seccién 6.4 se comentd que si una
muestra contenfa originalmente una cantidad y, de un is6topo
radiactivo, al cabo de un tiempo ¢ contendrd una cantidad y(r)
=y,e™, donde k es la constante de decaimiento. Para el C'* es-
t4 constante es aproximadamente igual a 0.000121, y en donde
t esta medido en afios. Pero, como se obtiene esta constante de
decaimiento. Una forma es medir con mucha precisién la can-
tidad de sustancia radiactiva al inicio y al final de un periodo.
Esta labor la han realizado en diferentes afios, a partir de 1940,
cuando se descubri6 este isétopo radiactivo.

Por ejemplo, si una muestra de un f6sil contiene 1 gramo
de C'* y al cabo de 20 afios se reduce a 0.997583 gramos, en-
tonces como y(f) = y,e~*. Si en la expresién anterior se despe-
ja k, se obtiene

k= —lln(ﬁ)
I\

Puesto que se tiene ¢t = 20 afios, y y, = 1 gramo, entonces
al sustituir estos valores se llega a

1 0.997583
(= - L0271
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con lo que se obtiene £ = 0.000121

Asi que, si un cientifico descubre un hueso fésil y se deter-
mina que tiene un dieciseisavo del C'* que tenfa cuando vivia,
;cudl es la antigiiedad de dicho f6sil?

Puesto que para el caso del C!* se tiene que:

y(t) = yoe*0.000121t

- Yo

y se determiné que y(¢) = 16° entonces,

Yo _
16 ¢

—0.000121¢

por lo que despejando z, se tiene
1
In(5g)

t= m =~ 22,914 afios

a) Si el f6sil tuviera un décimo del contenido original de
C!4, ;cudl serfa su antigiiedad?

b) Un egiptdlogo determiné que la momia de un faraén
egipcio era de la época de Moisés. Un estudio posterior
de carbono 14 di6 como resultado que la momia del fa-
raén egipcio, contenfa 5/16 del C'* que tenia el faraén
antes de morir. ;Existe evidencia basada en la prueba del
C' para sostener la afirmacién inicial del egiptélogo?



CAPIiTULO

Progresiones y
matematicas financieras

{COMO SALVAR EL HONOR DEL ABUELO?

La semana pasada ayudaba a mi abuela a asear su ropero. Ahi
olvidado, encontré un libro que mi abuelo no devolvié a la bi-
blioteca de la universidad, jdesde hacia 45 afios!

Al final del libro estaba impreso el reglamento, ya poco le-
gible, pero parece que decia algo asi:

1. Por cada mes de retraso se cobrara una multa de cinco cen-
tavos.

2. La multa causara 1% de interés convertible mensualmente.

Con la intencién de salvar el buen nombre del abuelo, mi
abuela y yo nos dispusimos a calcular el monto de la multa pa-
ra pagarla y devolver el libro a la universidad. Después de razo-
nar un poco, decidimos calcular primero cudnto se tenia que pa-
gar por los primeros 5 centavos. Asi, por los primeros 5 centa-
vos se debe pagar:

Al final del primer mes $0.05, puesto que asf lo indica el re-
glamento.

Al final del segundo mes, se debe pagar los $0.05 mds 1%
de interés por ellos, esto es, 1.01 X 0.05 = $0.0505

Al final del tercer mes, 1.012 X 0.05 = $0.051005
Al final del cuarto mes, 1.013 X 0.05 = $0.051515050

TEMARIO 7-1

Al observar los resultados anteriores exclamé.
iEsto lo podemos generalizar!

Es decir, al final del mes k, por los primeros 5 centavos se
debe pagar la cantidad de

1.01%¥ =1 X 0.05 pesos.

Asfi que por los primeros 5 centavos, después de 45 X 12 =
540 meses, se debe pagar:

1.01%40-1 X .05 = $10.67

Me puse muy contento y me disponia a devolver el libro y
pagar la deuda; pero mi abuela me detuvo, para decirme que s6-
lo era la parte que correspondia a la deuda de los primeros cinco
centavos. Ademads, me mostré nuevamente el libro y con una lu-
pa pudimos ver que el interés parecia que no era de 1%, sino un
nimero que podria ser 2 o 5. (Responda las preguntas siguientes,
pero antes de hacerlo haga una estimacién de las respuestas, y
compare sus estimaciones con los resultados obtenidos mediante
una calculadora). Al final del capitulo se calculard la deuda total.

i. (Cudl es la deuda por los primeros $0.05 si el interés es de
2%?

ii. ;Cudl es la deuda por los primeros $0.05 si el interés es de
5%?
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@ 1. Para la sucesién 1, —1,
2, —2,3, 3,4, —4, ;cudles son
T,y T,? ;La sucesion es finita?

Una sucesion es una lista ordenada de nimeros. Por ejemplo,

2,5,8, 11, 14,... 1)
3,6, 12,24, 48, ... )

son ejemplos de sucesiones. En la sucesion (1), el primer término es 2, el segun-
do término es 5, etc. Puede observarse que cada término se obtiene sumando 3 al
término anterior. En la sucesion (2), el primer término es 3 y el cuarto es 24, y cual-
quier término puede obtenerse duplicando el anterior. Sucesiones de estos tipos apa-
recen en muchos problemas, en particular en matematicas financieras.

Una sucesion es finita si contiene un nimero limitado de términos, es decir,
si la sucesién tiene un ultimo término. Si no hay un dltimo término en la sucesion,
se denomina sucesion infinita. Los términos de una sucesién se denotardn por T,
T,, T, etc. Asi, por ejemplo, T, denotard al séptimo término, T, al décimo y T, al
n-ésimo término. El n-ésimo término de una sucesién por lo regular se conoce co-
mo el término general. @ 1

M 7-1 PROGRESIONES ARITMETICAS E INTERES SIMPLE

Respuesta —1y 3. Si.

Supéngase que el sefior Muiiiz pide al banco la cantidad de $5000 a un interés del
1% mensual. El estd de acuerdo en pagar $200 al capital cada mes, mds el interés
en el balance. Al final del primer mes, paga $200 mds el interés de $5000 al 1%
mensual, que son $50. En consecuencia, el primer pago es de $250 y sélo le debe
$4800 al banco. Al término del segundo mes, paga $200 al capital més los intereses
sobre $4800, los cuales son de $48 al 1% mensual. Por tanto, su segundo pago es de
$248. Continuando en esta forma, sus pagos sucesivos (en délares) son

250, 248, 246, 244, ..., 202
Esta sucesién es un ejemplo de una progresion aritmética.

DEFINICION Una sucesion se dice que es una progresion aritmética (PA) si la
diferencia entre cualquier término y el anterior es la misma a lo largo de toda la su-
cesion. La diferencia algebraica entre cada término y el anterior se denomina dife-
rencia comiin y se denota por d.

La sucesién de pagos del sefior Muiiiz es una PA porque la diferencia entre
cualquier término y el anterior es —2. Esta PA tiene 250 como su primer término y
—2(= 248 — 250) como su diferencia comin. De manera similar,

2,5,8, 11, 14,...,
es una PA cuyo primer término es 2 y con diferencia comun 3.
Si a es el primer término y d es la diferencia comtn de una PA, los términos

sucesivos de la PA son

a, a+d, a+2d, a-+3d,
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@ 2 ParalaPA-3,-05,2,...,
determine una férmula para el
n-ésimo término y calcule

el término 11°.

Respuesta T, = 2.5n—-5.5;
T, =22

El n-ésimo término estd dado por la férmula

T =a+ (- 1d 3)

Por ejemplo, haciendo n = 1, 2 y 3, encontramos que
I'=a+(0—-Dd=a
In=a+Q—-1ld=a+d
IN=a+@B—-1d=a+2

De manera similar, se pueden obtener otros valores.

La ecuacién (3) contiene cuatro pardmetros, a, d, n'y T,. Si se dan cualesquie-
ra tres de ellos, podemos calcular el cuarto.

EJEMPLO 1 Dada la sucesién
1,5,9,13,...
calcule: a) el décimo quinto término; b) el n-ésimo término.
Solucion La sucesion dada es una PA porque
5-1=9-5=13-9=4
En consecuencia, la diferencia comun, d, es 4. También, a = 1.

a) Usando la ecuacion (3) conn = 15,
Ts=a+(A5—-—Dd=a+14d =1+ (144 = 57
byT,=a+(n—Dd=1+m—-—1)4=4n—-3
Por tanto, el quinceavo término es 57 y el n-€simo término es 4n — 3. @& 2

EJEMPLO 2 (Depreciacion) Una empresa instala una maquina con un costo de
$1700. El valor de la mdquina se deprecia anualmente en $150. Determine una
expresion para el valor de la maquina después de n afios. Si el valor de desecho es
de $200. (Cudl es el tiempo de vida util de la mdquina?

Soluciéon Ya que el valor de la médquina se deprecia $150 cada afio, su valor al tér-
mino del primer afio, el segundo, el tercero, etc., serd

1700—150, 1700—2(150), 1700—3(150),

o bien,
1550, 1400, 1250, ...

Esta sucesion de valores forma una PA con primer término a = 1550 y diferencia
comun d = 1400 — 1550 = —150. En consecuencia, el n-€simo término es

T =a+ (- 1d= 1550 + (n — 1)(—150) = 1700 — 150n
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@ 3. Una PA con 25 términos
tiene primer término 100 y dltimo
término 28. Encuentre una expre-
sidén para el término general y
calcule el término de en medio.

Respuesta T, = 103 — 3n; el término
de en medio es T}, = 64

Esta cantidad T, da el valor de la mdquina en délares al término del n-ésimo afio.

Estamos interesados en el valor de n cuando se haya reducido al valor de dese-
cho, puesto que esto da la vida ttil de la mdquina. Asi que, hacemos 7, = 200 y
despejamos n.

1700 — 150n = 200
150n = 1700 — 200 = 1500
n=10

La vida util de la maquina es de 10 afios. @ 3

EJEMPLO 3 Los pagos mensuales que Alicia efectda al banco por un préstamo for-
man una PA. Si sus pagos sexto y décimo son de $345 y $333, respectivamente, ;de
cudnto serd su décimo quinto pago al banco?

Solucién Sea a el primer término y d la diferencia comin de los pagos mensuales
de la PA. Entonces, los pagos sucesivos (en délares) son

a, a+d, a-+2d,

Dado que los pagos sexto y décimo (en d6lares) sonde 345y 333, 7, =345y T}, =
333. Usando la ecuacion (3) para el n-ésimo término y los valores dados de T, y T,
tenemos

10
T, =a+ 5d =345
T,=a+ 9 =333

Restamos la primera ecuacién de la segunda y simplificamos.

4d = 333 — 345 = —12
d= -3

Sustituyendo este valor de d en la ecuacién para T, obtenemos
a—15=345 o a=360
Ahora
Ts=a+ 14d = 360 + 14(—3) = 308
Por tanto, su décimo quinto pago al banco serd de $308.

Interés simple

Sea P una cantidad de dinero invertida a una tasa de interés anual del R por ciento.
En un afio, la cantidad de interés ganada estd dada (véase la pagina 68) por

1=p-&
(100)
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@ 4, Una suma de $400 se in-

vierte a interés simple de 8% anual.

Encuentre el valor después de ¢
afios. Después de 10 afios, ;cudl es
el valor y cudnto interés total se ha
devengado?

Respuesta $(400 + 32¢) $720,
$320

Si la inversion es a interés simple, entonces, en afios sucesivos el interés s6lo se paga
sobre el capital P y no sobre los montos de interés generados. Asi que se agrega una
cantidad constante / a la inversién al final de cada afio. Después de 1 afio el valor
total es P + I, después de 2 afios es P + 21, y asi sucesivamente. La sucesion de va-
lores anuales de la inversion,

P, P+1, P+2I, P+3l

forman de esta manera una progresién aritmética, cuyo primer término es Py con
diferencia comun /. Después de ¢ afios el valor estd dado por P + tl.

Interés simple:

Valor después de ¢ afios = P + ¢/, 1= P(%)

EJEMPLO 4 (Interés simple) Se invierte una suma de $2000 con interés simple a
una tasa de interés anual del 12%. Encuentre una expresion para el valor de la inver-
sién ¢ afios después de que se realizé. Calcule el valor después de 6 afios.

Solucién Aqui P = 2000 y R = 12. Por tanto, la cantidad de interés anual es

12
I=12000(—— | = 240
(100)

Después de ¢ afios el interés total agregado es #/ = 240¢, de modo que el valor de la
inversion es

P + 11 = 2000 + 240¢
Después de 6 afios, este valor es
2000 + 6(240) = 3440 dolares. @ 4
Suma de n términos de una PA
Si a es el primer término y d es la diferencia comtin de una PA, la sucesion es
a, a+d, a-+ 2d,

Si la sucesion consta de n términos y si [ denota el dltimo término (esto es, el
n-ésimo término),

l=a+ - 1d 4)

El penultimo término serd 1 — d, el antepeniltimo término serd I — 24, etc. Si §, de-
nota la suma de estos n términos,

S=at@+d+@+2d+---+U-2d+(U—d)+1
Si escribimos esta progresion en orden inverso, la suma es la misma, de modo que

S,=l+(-d+(-2)+ +@+2d)+(@+d+a
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@ 5. En una PA finita, demuestre
que el promedio de todos los
términos es igual al promedio del
primero y tdltimo términos.

Respuesta El promedio de n térmi-
nos es igual a su suma, S, dividido
entre n. De la ecuacion (5), esto es

S/n=%@+1

@ 6. Determine la suma de todos
los nimeros pares positivos meno-
res que 200 y la suma de todos los
nlimeros impares positivos menores
que 200.

Respuesta 2 +4 + 6+ -+ +
198 = 9900;

1+3+5+---+4+199 = 10,000

Sumando los dos valores de S , obtenemos

2§ =la+N+la+d+1—d +[a+2d+1—2d]+ -
+[—d+a+d~+[l+a

Hay n términos en el lado derecho y cada uno es igual a @ + /. En consecuencia,
28, =n(a +1)

o bien,
S ="a+1) (5)

2
Sustituyendo el valor de [ de la ecuacién (4) en la ecuacion (5),
n n
S}l=5[a+a+(n— 1)d]=5[2a+(n— 1)d] & 5

Estos valores se resumen en el siguiente teorema.

TEOREMA 1 La suma de n términos de una PA con primer término a y diferencia
comun d estd dada por

S = %[261 +(n — 1)d]

n

También podemos escribir esta férmula como

Sn=%(a+l) endonde ! = a + (n — 1)d

EJEMPLO 5 Calcule la suma de los primeros 20 términos de la progresion
2+5+8+11+14+---
Soluciéon La sucesion dada es una PA porque
5-2=8-5=11-8=14—-11=3
Asi, la diferencia comun es d = 3. También, a = 2 y n = 20. Por tanto,

S = %[251 +(n— 1)d]
20
Sy =" 122) + (20 = 3] = 104 + 57) = 610 = 6

EJEMPLO 6 (Pago de préstamo) Considere el préstamo del banco al sefior Muiiiz
por $5000 a un interés mensual del 1%. Cada mes paga $200 al capital mds el inte-
rés mensual del balance pendiente. ;Cudnto deberd pagar en total en el tiempo que
estd pagando el préstamo?
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@ 7. Una PA tiene segundo
término 7 y sexto término 15. De-
termine el primer término y la dife-
rencia comun. ;Cudntos términos
se requieren para hacer una suma
de 320?

Respuesta a = 5,d = 2;
16 términos

Solucion Como expusimos al inicio de esta seccidn, la sucesion de pagos es
250, 248, 246, ..., 202

Estos forman una PA con a = 250 y d = —2. Dado que $200 del capital se paga ca-
da mes, el nimero total de pagos es n = 5000/200 = 25. Por tanto, el ltimo tér-
mino es

I =T, =a+ 24d = 250 + 24(=2) = 202

como se indic6 antes.
El pago total estd dado por la suma de los 25 términos.

2
S =—(a+l)=75(250+202)=5650

La cantidad total pagada al banco es de $5650, lo cual significa que el interés paga-
do serd por la cantidad de $650.

EJEMPLO 7 (Pago de préstamos) Un individuo estd de acuerdo en pagar una deu-
da libre de interés de $5800 en cierto nimero de pagos, cada uno de ellos (empe-
zando por el segundo) debiendo exceder al anterior por $20. Si el primer pago es de
$100, calcule cudntos pagos deberd efectuar para finiquitar la deuda.

Soluciéon Dado que el primer pago es de $100 y cada pago subsecuente se incre-
menta en $20, los pagos (en ddlares) son

100, 120, 140, 160, ...

Estos niimeros forman una PA con a = 100 y d = 20. Indiquemos con # el nimero
de pagos necesarios con el objetivo de pagar la deuda de $5800. Entonces, la suma de
los n términos de esta sucesion debe ser igual a 5800, esto es, S, = 5800. Usando la
férmula para la suma de una PA, obtenemos

S = % [2a + (n — 1)d]
5800 = % [200 + (n — 1)20] = %(2011 + 180) = 10n% + 90n
Por tanto,
10n? + 90n — 5800 = 0
Dividiendo toda la ecuacion entre 10, resulta
n*+9n —580=0
o bien,
(n—200(n+29 =0
loquedan =200n = —29.

Puesto que un valor negativo de n no tiene sentido, entonces n = 20. En con-
secuencia, deberdn efectuarse 20 pagos con la finalidad de saldar la deuda. @ 7
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L ETEERA

(1-4) Encuentre los términos indicados de las sucesiones
dadas.

1. Términos décimo y décimo quinto de 3, 7, 11, 15, 19, ...
. Términos séptimo y n-ésimo de 5, 3, 1, —1, ...

2
3. El r-ésimo término de 72, 70, 68, 66, ...
4. El n-ésimo término de 4, 4%, 43,5, ...

5

. Si los términos tercero y séptimo de una PA son 18 y 30,
respectivamente, encuentre el décimo quinto término.

6. Si los términos quinto y décimo de una PA son 38 y 23,
respectivamente, encuentre el n-ésimo término.

7. (Qué término de la sucesién 5, 14, 23, 32, ... es 239?

8. El dltimo término de la sucesion 20, 18, 16, ... es —4.
Calcule el ndimero de términos de esta sucesion.

(9-14) Determine la suma indicada de las siguientes progresio-
nes.

9.1+4+7+ 10+ -+ ; 30 términos
10. 70 + 68 + 66 + 64 + --- ; 15 términos
11. 2 +7 + 12 + 17 + --- ; n términos
12.3+5+7+9 + ---; p términos

13. 51 +48 +45 +42 + --- + 18

14. 15+ 17+ 19 + 21 + -+ + 55

15. ;Cudntos términos de la sucesién 9, 12, 15, ... es necesa-
rio considerar de modo que su suma sea 306?

16. ;Cuantos términos de la sucesiéon —12, =7, =2, 3, 8, ...
deben sumarse de tal manera que la suma sea 105?

17. En una PA, si 7 veces el séptimo término es igual a 11 ve-
ces el décimo primer término, demuestre que el término
décimo octavo es cero.

18. (Pago de un préstamo) Un hombre salda un préstamo de
$3250 pagando $20 en el primer mes y después aumentan-
do el pago en $15 cada mes. ;Cuénto tiempo le tomara li-
quidar su préstamo?

19. (Depreciacion) Una compaiifa manufacturera instala una
maquina a un costo de $1500. Al cabo de 9 afios, la maqui-
na tiene un valor de $420. Suponiendo que la depreciacion
anual es constante, calcule la depreciacién anual.

20. (Depreciacion) Siuna méquina tiene un costo de $2000 y
ésta se deprecia $160 anualmente. ;Cual es la vida qtil de
la méquina, si su valor de desecho fue de $400?

21.

22,

23.

24.

25.

26.

*217.
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(Pago de préstamos) Los pagos mensuales de Esteban al
banco ocasionados por un préstamo forman una PA. Si el
octavo y décimo quinto pagos son de $153 y $181, respec-
tivamente, ;cudl serd su vigésimo pago?

(Incrementos en los salarios) El salario mensual de Carla
se incrementd anualmente formando una PA. Ella gané
$440 al mes durante el séptimo afio y $1160 al mes duran-
te el vigésimo quinto afio.

a) Calcule su salario inicial y su incremento anual.

b) (Cual serfa su salario de jubilacién al completar 38
afios de servicio?

(Pago de préstamos) En el ejercicio 21, suponga que Este-
ban pagé un total de $5490 al banco.

a) Calcule el nimero de pagos que efectud al banco.
b) (De cuanto fue su dltimo pago al banco?

(Pago de préstamos) Debe saldarse una deuda de $1800
en 1 afio efectuando un pago de $150 al término de cada
mes, mds intereses a una tasa del 1% mensual sobre el
saldo insoluto. Determine el pago total por concepto de in-
tereses.

(Interés simple) Una persona deposita $50 al inicio de
cada mes en una cuenta de ahorros, en la cual el interés
permitido es de %% al mes sobre el balance mensual. De-
termine el balance de la cuenta al término del segundo afio,
calculando a interés simple.

(Costos de perforacion) El costo de efectuar una perfora-
cién a 600 metros es como sigue: se fijan $15 por el primer
metro y el costo por metro se incrementa a $2 por cada me-
tro subsiguiente. Calcule el costo de perforar el metro nd-
mero 500 y el costo total.

(Descuento simple) Se pide un préstamo P al banco y debe
pagarse n meses después en un solo pago A. Si el banco
calcula el pago usando una tasa de descuento simple del R
por ciento, entonces P y A estdn relacionados por la férmula

R n
P_A(lf 100 12)

Un hombre pide prestado dinero al banco que utiliza una
tasa de interés simple del 12%. El pagard la deuda con pa-
gos de $100 al término de cada mes en los siguientes 12
meses. ;De cudnto debe solicitar el préstamo? (Considere

cada uno de los pagos mensuales A;, A,, ... como genera-
dos por sus propias deudas iniciales P, P,, ... y sume to-
das las P).



*28.

29.

30.

31.

32,

(Descuento simple) La sefiorita Campos pidié dinero pres-
tado de su fondo sindical, que aplica una tasa de descuen-
to simple del 10%. Ella prometié pagar $50 al término de
cada mes en los 24 meses siguientes. ;De cudnto fue el in-
terés total fijado por el fondo del sindicato?

(Pago de préstamos) Un individuo estd de acuerdo en sal-
dar una deuda de $1800 en cierto nimero de pagos, cada
uno de ellos (empezando con el segundo) menor que el
previo en $10. Si su quinto pago es de $200, ;cudntos pa-
gos serdn necesarios de modo que salde la deuda?

(Bonos de ahorro) El primer dia de noviembre de cada
afio, una persona adquiere bonos de ahorro por un valor
que excede los adquiridos el afio anterior en $50. Después
de 10 afios, el costo total de los bonos adquiridos fue de
$4250. Calcule el valor de los bonos adquiridos:

a) En el primer afio.
b) En el séptimo afio.

(Planes de ahorro) Un sujeto invierte $200 en el fondo de
una cooperativa que paga un interés simple del 10% al afio.
(Cudl es el valor de la inversion:

a) Después de n aios?
b) Al cabo de 5 afios?

(Planes de ahorro) Cintia deposita $1000 al inicio de ca-
da afio en su plan regular de ahorro que gana un interés
simple del 8% anual. ;De cudnto es el valor del plan (in-
cluyendo el dltimo pago):

33.

34.

35.

a) Al término de 5 afios?
b) Al cabo de n afios?

(Depreciacion) A menudo el método de depreciacién li-
neal es inapropiado, porque el bien en cuestion pierde mu-
cho mas valor durante el primer o segundo afio que en afios
posteriores. Un método alternativo es el de suma de los
digitos de los afios. Sea N la vida util del bien y d la de-
preciacién durante el aflo N (esto es, durante el dltimo
aflo). Segin este método el monto de depreciacién durante
el afio (N — 1) es 2d; durante el afio (N — 2), 3d, y asi su-
cesivamente, por lo que la depreciacién durante el primer
afio es Nd. Muestre que la depreciacién durante el afio n es
N—n+ 1)d, (n=1,2,..., N), y que la depreciacién
total durante los N afios es D = %N (N + 1)d. (En la prac-
tica D debe ser igual a [costo inicial — valor de desecho
después de N afios]; por tanto, d esta bien determinado).

(Depreciacion) Usando el método de depreciacién de la
suma de los digitos de los afios (véase el ejercicio 33),
calcule la depreciacion durante el primer afio de una
computadora cuyo costo inicial es de $230,000 y cuyo va-
lor de desecho después de 10 afios serd de $10,000.

(Depreciacion) Usando el método de depreciacién de la
suma de los digitos de los afios (véase el ejercicio 33),
calcule la depreciacién durante cada afio de una flotilla de
automoviles, cuyo precio de compra es $500,000 y su pre-
cio de reventa después de 3 afios serd $200,000.

W 7-2 PROGRESIONES GEOMETRICAS E INTERES COMPUESTO

Suponga que se depositan $1000 en un banco que ofrece una tasa de interés del 10%
capitalizable anualmente. El valor de esta inversidn (en d6lares) al cabo de 1 afio es

igual a

1000 + 10% de 1000 = 1000(1 + 0.1) = 1000(1.1) = 1100

Si la inversién es a interés compuesto, entonces, durante el segundo afio el interés
se paga por la suma total de $1100 (véase pdginas 220-222). Por tanto, el valor de
la inversion (en ddlares) al término de 2 afios es

1100 + 10% de 1100

1100 + 0.1(1100)
1100(1 + 0.1) = 1100(1.1) = 1000(1.1)>
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@ 8. Determine los términos
sexto y n-ésimo de la PG 3, —6,
12, —24, ...

Respuesta T, = —96,
T, =3 (=21

De manera similar, el valor de la inversion al término de 3 afos serd de 1000(1.1)3
ddlares, etc. De modo que los valores de la inversion (en ddlares) al término de O
afios, 1 afio, 2 afios, 3 aflos, etc., son

1000, 1000(1.1), 1000(1.1)2, 1000(1.1)3, ...

Observe la diferencia entre este ejemplo y el caso de interés simple analizado en la
seccion anterior. Con interés simple, una cantidad constante se afiade en cada perio-
do. Con interés compuesto, el valor se multiplica por un factor constante cada periodo
(1.1 en este ejemplo). Esta sucesion es un ejemplo de una progresion geométrica.

DEFINICION Una sucesion de términos se dice que estan en una progresion geo-
métrica (PG) si la razén de cada término al término anterior es siempre la misma.
Esta razon constante se denomina razén comin de la PG.

De esta manera, la sucesién 2, 6, 18, 54, 162, ... es una PG porque
6 — 18 _ 54 _ 162 _
1T T T s 73

La razén comun es 3.
También, la sucesion 4, —¢, 15, —34» - .. €s una PG con razén comtin —+.
Cada término de una PG se obtiene multiplicando al anterior por la razén co-
mun. Si a es el primer término y r es la razén comiin, los términos sucesivos de la
PG son

a, ar, ar’, ar,...

En esta PG, observamos que la potencia de r en cualquier término es uno menos que
el nimero del término. Asi que el n-ésimo término estd dado por

T, = ar"! (1)

n

EJEMPLO 1 Determine los términos quinto y n-ésimo de la sucesién 2, 6, 18,
54, ...

Solucion La sucesién es una PG debido a que

oy

_ 18 _ 54 _
6 3

18

En consecuencia, los términos sucesivos tienen una razon constante de 3; esto es,
r = 3. Asimismo, a = 2. Por tanto,

T, = ar* = 2(3%) = 162 y también T =ar'=2-3"1 &« 8
EJEMPLO 2 Los términos cuarto y noveno de una PG son 4 y 5.. Determine el

sexto término.

Solucién Sea a el primer término y r la razén constante de la PG. Entonces, usan-
do nuestros valores dados, tenemos que

— 3 =1 (& — 8 — 16
T,=ar =5 y también T, = ar® = 53

Dividimos la segunda ecuacién entre la primera y despejamos a r.
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@ 9. EnunaPG, T, =2y
T,, = 8. Encuentre una expresién
para T, y calcule T

Respuesta Existen dos respuestas:
T = (=V2y=5, T, = 32

2
_ 1 2 32 _ 2
= 16 . _7_(3)5

43 1 243

Sustituyendo este valor de r en la primera ecuacion, resulta que

aB3)* =3

(S}

Por tanto,

y asimismo
— 5 = 21 (25— 21.32 _2
T, = ar’ = 45 (3) 16 243 9

En consecuencia, el sexto término es % e 9

En el ejemplo 2 de la seccion 7-1 vimos un ejemplo de depreciacion, en el que
el monto de la depreciacién anual era constante. Este método se denomina deprecia-
cidn lineal (también véase la seccién 4-3). Un método alterno es depreciar un por-
centaje fijo del valor del afio anterior.

EJEMPLO 3 (Depreciacion) Una maquina se compré en $10,000 y se deprecia
anualmente a una tasa del 20% de su valor. Determine una expresion para el valor
después de n afios. Si el valor de desecho es $3000, ;cudl es la vida efectiva de la
madaquina (i.e., el nimero de afios hasta que su valor depreciado sea menor que su
valor de desecho)?

Soluciéon Ya que el valor de la maquina se deprecia cada afio en un 20% de su va-
lor al inicio del afio, el valor de la miquina al término de cada afo es el 80% o cuatro
quintos del valor al inicio de ese aio. Asi que, el valor (en ddlares) de la maquina al
término del primer afo es

4 de 10,000 = 10,000(%)
y al acabar el segundo afio es de
2 de 10,000(3) = 10,000(%)?

De manera similar, el valor (en délares) al término del tercer afio serd de 10,000(%)3,
etc. Por tanto, el valor (en ddlares) de la mdquina al término del primer afio, del se-
gundo afio, del tercer afio, etc., es

10,000(2), 10,000(4)2, 10,000(2)?, ...

Es claro que esta sucesi6n es una PG con primer término 10,000(%) y raz6n comin
de %. Por tanto, el n-ésimo término que da el valor de la maquina al término del n-ési-
mo afio es

T, = ar~! = 10,000(%) - (2"~1 = 10,000(£)"
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@ 10. Vuelva a resolver el ejem-
plo 3, si la tasa de depreciacion es

10% anual.

Respuesta El valor después de n
afios = T, = 10,000 (1%) .T, es
menor que $3000 después de 12

afos.

Haciendo n igual a 1, 2, 3, .., obtenemos los valores de la tabla 1. En conse-
cuencia, observamos que después de 5 afios el valor de la mdquina es un poco mas
grande que el valor de desecho de $3000, pero después de 6 afios, su valor estd por
debajo del valor de desecho. La vida til de la maquina es de 6 afios. @ 10

TABLA 1

n 1 2 3 4 5 6

T 8000 6400 5120 4096  3276.8 2621.44

n

Iniciamos esta seccién con un ejemplo de interés compuesto. El caso general
de una inversién que crece a interés compuesto se expuso al final de la seccién 6-1.
Si una suma P se invierte a una tasa de interés del R por ciento anual compuesto
anualmente, el valor de la inversién al término del n-ésimo afio estd dada por la
férmula
T =P + i)y, i=i
100k
Estos valores paran = 1, 2, 3,... forman una PG. La razén cominesr =1 + iy
el primer término es a = T, = P(1 + i).
En la siguiente seccién se dardn aplicaciones adicionales relacionadas con
esto.

TEOREMA 1 (SUMA DE n TERMINOS DE UNA PG) Si a es el primer térmi-
no y r la razén comin de una PG, entonces, la suma S de n términos de la PG estd
dada por

a(l — )
1—r

S:

n

2

DEMOSTRACION Los 7 términos de la PG dada son
a, ar, ar’ ..., ar”% ar!
Por tanto, la suma de estos términos es
S =a+ar+arr+ - +ar?+ ar!
Multiplicamos ambos lados por —r.

—rS, = —ar —ar* — -+ —ar""!' — ar"

Sumando estas dos ecuaciones, advertimos que todos los términos se cancelan ex-
cepto el primer término de la primera ecuacion y el tltimo de la segunda, lo que da

S, —rS,=a—ar
Factorizamos y despejamos S,

SA—-—r=al—-rm
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@ 11. Encuentre la suma de los
primeros 11 términos de las PG
a)l+2+4+8+ -

9 27

by 2+3+=+" 4
) 2 4

Respuesta a) 2" — 1 = 2047

3\ 175,099
py 4[] —1|= 222
) [(2) ] 512

_ald—rm

1=
Esto prueba el resultado.
Multiplicando el numerador y el denominador de la ecuacién (2) por —1, ob-

tenemos la formula alternativa

_ar—1)

n

r—1

Esta férmula por lo general se usa cuando r > 1, mientras que la ecuacién (2) es
mds ttil cuando r < 1.

Observacion La férmula anterior para S, es vdlida sélo cuando r # 1. Cuan-
do r = 1, la PG se transforma en

ata+a+ -+ a (ntérminos)
cuya suma es igual a na.

EJEMPLO 4 Calcule la suma de los primeros 10 términos de la sucesién 2 — 4 +
8 —16 + ---.

Solucion La sucesion dada es una PG cona =2y r = —5 = —2. Aqui n = 10.
Por tanto,
5 - a(l — )
1—-r
o bien,
— (=2)0
S, = % =2(1-219 =2(1 — 1024) = —682 = 11

EJEMPLO 5 (Planes de ahorro) Cada afo una persona invierte $1000 en un plan
de ahorros del cual percibe intereses a una tasa fija del 8% anual. ;Cudl es el valor de
este plan de ahorros al décimo aniversario de la primera inversiéon? (Incluya el pa-
go actual).

Soluciéon Los primeros $1000 se invierten a 10 afios, de modo que su valor se ha
incrementado a

$1000(1 + i)', i=——=—-=0.08

En consecuencia, el valor es de $1000(1.08)1°.

Los segundos $1000 se invierten 1 afio mds tarde; por lo que permanecerdn en
el plan durante 9 afios. Por tanto, su valor se incrementa a $1000(1.08)°. Los terce-
ros $1000 estardn en el plan 8 afios y tienen el valor de $1000(1.08)8. Continuamos
de esta manera hasta el décimo pago de $1000, el cual se hizo 9 afios después del
primero. Su valor 1 afio después es $1000(1.08).
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@ 12. Vuelva a resolver el
ejemplo 5, si la tasa de interés
es 10% anual.

11
Respuesta S = 1000 111—]1)_—1]

= 18,531

Asfi que el valor total del plan al cumplir su décimo aniversario se obtiene sumando
estas cantidades con el pago actual de $1000.

S = 1000(1.08)'9 4+ 1000(1.08)° + - - - + 1000(1.08) + 1000
Al escribir esto en orden inverso:
S = 1000 + 1000(1.08) + 1000(1.08)> + - - - + 1000(1.08)'°

Esta es una PG con a = 1000, » = 1.08 y n = 11. Por tanto,

11—
s = 1000 40"~ 1
1.08 — 1
usando la férmula que da la suma de una PG. Simplificando, tenemos que

S = % [(1.08)'! — 1] = 12,500(2.3316 — 1) = 16,645

Asi que el valor es $16,645. @ 12

La suma de los primeros n términos de la sucesién geométrica
a+ar+ar*+ -

estd dada por

_all—r
1—r

@)

n

Consideremos el comportamiento de 7" para n grande cuando —1 < r < 1. Elijjamos
un ejemplo especifico, sea r = 1. La tabla 2 da los valores de " para diferentes va-
lores de n. De esta tabla, observamos que a medida que n se hace mas grande, 7" se
hace cada vez mds pequefio. Por ltimo, cuando » tiende a infinito, r* se acerca a ce-
ro. Este comportamiento de r* (es decir, que " se acerca cada vez mds a cero a me-
dida que n se hace cada vez mds grande) se cumple siempre que —1 < r < 1. Asi
que de la ecuacién (2), podemos decir que la suma de un nimero infinito de térmi-
nos de una PG estéd dada por

a(l —0) a
S = =
. 1—r 1—r
TABLA 2
n 1 2 3 4 5 6 7
7 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015625  0.0078125

Esto nos conduce al siguiente teorema.

TEOREMA 2 (SUMA DE UNA PG INFINITA) La suma S de una progresién geo-
métrica infinita
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@ 13. El decimal recurrente a+ar+arr+ -
0.51515151. . . puede expresarse

como la suma de una PG infinita estd dada por
como
osifie Ly (L (LY .
' 100 100 100 S = T— contaldeque —1 <r<1 3)
—-r
N }
Evalde esta suma y de aqui exprese En matematicas financieras, las PG infinitas ocurren en algunas situaciones
el decimal como una fraccién. De que incluyen perpetuidad. Un ejemplo seria una anualidad que continiia de manera
forma andloga exprese los decimales  jpdefinida.
1.222222. .. y 0.279279279. . .
como fracciones EJEMPLO 6 Calcule la suma de la sucesion infinita 1 — § + & — 55 + -+
Solucion La sucesion dada es una PG cona = 1y r = —4. La suma estd dada por
Szla — ll:%:%@13
Respuesta %, %, % r 1 =(=3) 3
I :jcrCiCios 7-2
(1-4) Encuentre el término especifico. (11-17) Calcule la suma indicada de las siguientes sucesiones.
1. El noveno término de la sucesién 3, 6, 12, 24, ... 11. 2 + 6 + 18 + 54 + --+; 12 términos
2. El sexto término de la sucesion \/i 3, 3\/3, 9, ... 12.V3-3+3V3-9+ -++; 10 términos

. . 13. 1 +2 + 4 + 8 + ---; n términos
3. El n-ésimo de la sucesion %, —%, %,

14. 3 + 1.5 + 0.75 + 0.375 + ---; p términos
4. El p-ésimo término de la sucesion %, —%, %, ..
5. 1+ 5+5+45+
(5-6) ;Qué lugar ocupa en la sucesion el dltimo término dado?

1L 1L ..

5.96,48,24, 12, ...; & 16. 1 -3 +5-5+
TRV S U

6.18,12,8, ...;32 ’ V2 2V2

7. El segundo término de una PG es 24 y el quinto es 81. De- 18. Siy =1+ x+ % +x° + -+ (=1 <x <1), demuestre que

termine la sucesién y el décimo término.

y—1
x =
8. Los términos quinto, octavo y undécimo de una PG son x, y
Yy z, respectivamente. Demuestre que y> = xz. 19. Siv = 1/(1 + i), pruebe que
9. Six+ 9,x — 6y 4 son los primeros tres términos de una 1
PG, determine x. vttt = n
10. En/ur.la PG/, si .el primer términos es a, 1:}1 razon cor/nl’m. ry 20. Pruebe que 91/3 - 91/9 - 91/27 .. = 3
el dltimo término K, demuestre que el nimero de términos
en la PG esti dado por 21. Evalde 4]/’% . 4*]/9 . 4]/27 . 471/81
— 14 InK—Ina 22. Exprese 0.85555. .. como una fraccién. [Sugerencia: Es-
= Inr criba 0.85555 = 0.8 + 0.05(1 + 0.1 + 0.01 + ---)].
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23.

24,

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

W 7-3 MATEMATICAS FINANCIERAS

(Depreciacion) Una mdaquina se deprecia anualmente a
una tasa del 10% de su valor. El costo original fue de
$10,000 y el valor de desecho de $5314.41. Calcule la vi-
da efectiva de la maquina.

(Depreciacion) Un automévil se compré por $8300. La
depreciacién se calcula disminuyendo el valor en 10% pa-
ra los primeros 3 afios y 15% para los siguientes 3 afios.
Encuentre el valor del automdvil después de un periodo de
6 afios.

(Depreciacion) Una mdquina se compr6 en $10,000. La
depreciacién se calcula reduciendo el valor en 8% durante
los primeros 2 afios y 10% para los siguientes 5 afios. De-
termine el valor después de un periodo de 7 afios.

(Interés compuesto) Si $2000 se invierten en una cuenta de
ahorros a un interés del 8% capitalizable anualmente,
calcule su valor después de 5 afios.

(Interés compuesto) En el ejercicio 26, la tasa de interés
decrece después de 6 afios a un 6% anual. Calcule el valor
de la inversion después de 6 afios mds.

(Interés con capitalizaciones trimestrales) Si $5000 se in-
vierten en una cuenta de ahorros en que el interés se capi-
taliza trimestralmente a una tasa de interés nominal del 8%
anual, calcule su valor después de 3 afios.

(Interés con capitalizaciones mensuales) Suponga que
$4000 se invierten a plazo fijo a una tasa de interés nomi-
nal anual del 6% con capitalizaciones mensuales. Calcule
su valor:

a) Después de 1 afio. b) Después de 4 afios.

(Interés compuesto) Una persona desea invertir cierta can-
tidad de dinero a plazo fijo ganando 10% del interés anual
por un periodo de 4 afios. Al término de este tiempo, los in-
tereses provenientes de la inversion se usardn para pagar
una deuda de $10,000 que entonces deberd saldar. ;Cudn-
to deberd invertir de modo que tenga lo suficiente para pa-
gar la deuda?

(Plan de ahorros) Cada afio Maria invierte $2000 en una
cuenta de ahorros que gana un interés anual del 10%.
Calcule el valor de su inversién al cumplirse el vigésimo
aniversario de su primer depdsito. (Incluya el pago actual).

32.

*33.

*34.

*35.

*36.

*37.

(Plan de ahorro) Al inicio de cada mes, José deposita
$200 en una cuenta de ahorros que gana un interés a una
tasa del 2% al mes sobre el minimo balance mensual.
(Cudl es el valor de la inversién después de 2 aios (esto es,
con 25 depdsitos)?

(Fondo de amortizacion) Una compaiiia requerird 1 millén
de ddlares exactamente dentro de 6 afios con la finalidad de
retirar una emision de obligaciones. Con el objetivo de acu-
mular tal cantidad, la compaififa planea colocar cierta suma
P cada afio en un fondo especial (denominado un fondo de
amortizacion). La dltima suma serd depositada 1 afio antes
de que se venzan las obligaciones. Si el fondo ganara un in-
terés del 8% anual, ;de cudnto deberd ser P?

(Fondo de amortizacion) Alfredo hipoteca su casa que de-
berd pagar en un plazo de 5 afios. En ese entonces, la deu-
da serd de $19,500. Alfredo planea guardar cierta cantidad
cada mes que invertird en una cuenta de ahorros que paga
intereses a una tasa de interés nominal anual del 9%, con
capitalizaciones mensuales. La primera inversién la hara
de inmediato y la Gltima (la nimero 61) la hard en la fecha
del pago de la hipoteca. ;Cudnto debera guardar cada mes
si tiene que pagar la hipoteca por completo?

(Valor presente de anualidades) Hoy cumple Andrés 65
afios y acaba de recibir de la administracién de veteranos
su cheque por $1000. Iguales cheques continuardn llegan-
do cada dia de su cumpleafios por el resto de su vida. Su-
poniendo que muere a la edad de 75 afios, después de reci-
bir su undécimo cheque, calcule el valor presente de los
cheques recibidos suponiendo una tasa de descuento de
10% (véase pdgina 228).

(Valor presente de anualidades) Repita el ejercicio 35 su-
poniendo que Andrés viva hasta la edad de 80 afios y una
tasa de descuento de 8%.

(Valor presente de anualidades) La tia Juana recibe una
pensién de vejez de $300 mensual. Suponiendo una tasa
compuesta de descuento nominal de 12% mensual (véase
pégina 221), calcule el valor presente de 48 pagos siguien-
tes de su pension si el primer pago lo recibird dentro de un
mes. También calcule el valor presente de los siguientes 96
y 144 pagos.

Los problemas bésicos en matematicas financieras requieren interés simple y com-
puesto, los cuales se han expuesto en el capitulo 6 y en las primeras dos secciones
de este capitulo. Enseguida describiremos en forma breve algunas otras aplicacio-
nes muy importantes de sucesiones que aparecen en esta area.

280 CAPITULO 7 PROGRESIONES Y MATEMATICAS FINANCIERAS



Planes de ahorro

El tipo mds simple de plan de ahorro es el que consiste en pagos regulares de una
cantidad fija que se realizan en el plan (por ejemplo, al término de cada mes o una vez
por afo), y el saldo invertido en el plan gana intereses en una tasa fija.

EJEMPLO 1 Cada mes Julia deposita $100 en un plan de ahorros que gana intere-
ses al %% mensual. Calcule el valor de sus ahorros: @) inmediatamente después de
efectuar el vigésimo quinto depdsito; b) Después de realizar su n-ésimo depdsito.

Soluciéon

a) El vigésimo quinto pago se realiza 24 meses después del primero. Cada in-
version se incrementa en un factor de 1.005 al mes (0.5% al mes). De modo que el
primer depésito de $100 que Julia invierte tienen un valor de $100(1.005)** después
de 24 meses. El segundo depdsito de $100 que ella invierte estard en el plan duran-
te 23 meses, por lo que tendrdn un valor de $100(1.005)%. El tercer depésito de
$100 tendrd un valor de $100(1.005)%, etc. El vigésimo cuarto depédsito de $100
s6lo estard en el plan por 1 mes, de modo que tendrd un valor de $100(1.005). El dl-
timo depdsito no ganard ningtn interés. En consecuencia, el valor total del plan se-
rd la suma de las cantidades anteriores; esto es,

S = 100(1.005)** + 100(1.005)** + 100(1.005)*> + ---
+ 100(1.005)% + 100(1.005) + 100

Pero, en orden inverso, esta expresion es la suma de 25 términos en una progresion
geométrica, cuyo primer término es a = 100, y su razén » = 1.005. Por tanto,

a(r —1) _ 100[(1.005)* — 1]
r—1 1.005 — 1
100

= 25 _
0.005 [(1.005) 1]

S:

20,000[1.13280 — 1] = 2655.91

Por consiguiente, después de 24 meses, el plan de ahorros de Julia tiene un valor de
$2655.91.

b) El n-ésimo depdsito se realiza (n — 1) meses después del primero. Al ca-
bo de (n — 1) meses, el primer depdsito de $100 tendra un valor de $100(1.005) 1.
El segundo depésito de $100 tendrd un valor de $100(1.005)*~% dado que permane-
ce en el plan por espacio de (n — 2) meses. El pentiltimo depdsito tendrd un valor
de 100(1.005) ddlares y el dltimo (n-ésimo) depdsito serd de exactamente $100. Por
tanto, el valor total del plan estard dado por la siguiente suma:

S = 100(1.005)"~! + 100(1.005)"~2 + --- + 100(1.005)> + 100(1.005) + 100
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@ 14. Vuelva a resolver el ejem-
plo 1, si los pagos mensuales son
de $150 y la tasa de interés es
0.25% mensual.

Respuesta a) $3864.68
b) S = 60,000[(1.0025)* — 1]

Otra vez, los términos de esta suma en orden inverso forman una PG con a =
100 y r = 1.005. Hay n términos, de modo que

a( — 1) 100[(1.005)" — 1]
r—1 1.005 — 1

= 20,000[(1.005)" — 1]

Con esta férmula podemos calcular el valor del plan al cabo de cualquier ndimero de
meses. Por ejemplo, después de 59 meses (es decir, al realizarse al sexagésimo dep6-
sito), el plan de ahorros tiene un valor de

20,000[(1.005)% — 1] = 20,000[1.34885 — 1] = 6977.00
0 $6977.00. € 14

Es facil extender el argumento que se usé en este ejemplo al caso general. Su-
pongamos que una cantidad p se deposita cada periodo; en donde cada periodo pue-
de ser de 1 mes, un trimestre, un afio o cualquier otro periodo de longitud fija. Sea
la tasa de interés del R por ciento por periodo. Se sigue que en cada periodo la in-
version se incrementa en un factor de 1 + i, con i = R/100. Preguntamos ahora por
el valor del plan de ahorros después de n — 1 periodos después del primer depdsi-
to, esto es, inmediatamente después que se realiza el n-ésimo depdsito.

El primer depésito de P se habrd invertido durante los n — 1 periodos com-
pletos, de modo que habré incrementado su valor a P(1 + i)"~!. Sin embargo, el se-
gundo depdsito s6lo se habrd invertido durante n — 2 periodos, de modo que habra
incrementado su valor a P(1 + §)"~2. (Véase la figura 1). El n-ésimo o dltimo dep6-
sito apenas habra sido invertido, de modo que tendrd un valor de P. (Véase otra vez
la figura 1).

Primer Segundo Tercer (n — 1) ésimo n-ésimo
pago pago pago pago pago

l l l l

(n — 2) periodos

(n — 1) periodos

FIGURA 1

Por tanto, el valor total del plan de ahorros estard dado por la suma
S=Pl+iy'"+PAL+iy2+---+PA+i)+P
En orden inverso, ésta es la suma de una PG con primer término @ = P y cuya ra-

z6n comtn es 1 + i. Hay n términos, de modo que

a'—1) PA+ip-1] P
—1 a+p—1 pdrir-l

Si sustituimos P = 100 e i = 0.005, obtenemos de nuevo los resultados del
ejemplo 1.
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@ 15. Utilizando la tabla A.3.4
encuentre

@) Sgles D) Sispn

Respuesta a) 60.401983
b) 63.249038

@ 16. En el ejemplo 1, utilice la
tabla A.3.4 para calcular el valor
del plan de ahorro, inmediatamente
después de pago nimero 50.

Respuesta S = 100s sojo00s
5664.52

En matematicas financieras, es comun utilizar la notacion

S=Ps en donde s, = A+ iy — 1]

n‘i

La cantidad 3 € lee como “s de n en i y representa el valor de un plan de
ahorros después de n dep6sitos regulares de $1 cada uno. Sélo depende de la tasa
de interés y del nimero n. Algunos valores de 8;); para diferentes valores de i y de n
aparecen en la tabla A.3.4. @ 15

Por ejemplo, la solucién al ejemplo 1a) podria evaluarse utilizando la tabla
como

S = Ps;; = (100)5 55055 = 100(26.559115) = 2655.91 @ 16

Anualidades

Una anualidad es el término dado a una sucesién de pagos de cierta cantidad fija de
dinero a intervalos regulares de tiempo, por ejemplo, $2500 el dltimo dia de cada
trimestre, o $2000 el primero de enero de cada afio. El ejemplo 1 anterior es un
ejemplo de una anualidad de $100 mensuales (pagados por Julia en su plan de aho-
rro). La cantidad S calculada en la parte b) de ese ejemplo proporciona el valor de
la anualidad después del pago n-ésimo; con frecuencia se denomina valor futuro de la
anualidad.

Con mayor generalidad, la cantidad il representa el valor futuro después de
n periodos de una anualidad de $1 por periodo cuando i = R/100 y la tasa de in-
terés es R% por periodo. (Para ver esto, s6lo ponga P = 1 en el andlisis anterior).

Otro ejemplo importante de una anualidad ocurre cuando una persona depo-
sita una cantidad de dinero con una compafiia de seguros o institucién similar y que
la compaiifa devuelve en una serie de pagos regulares de igual monto en un periodo.
Entre los pagos el saldo restante genera interés a alguna tasa predeterminada. Los
pagos contindan hasta que la suma depositada se haya agotado. Este es un método
comtn por medio del cual la gente asegura una pensién al retirarse de trabajar.

EJEMPLO 2 Al cumplir su aniversario nimero 65, el sefior Herndndez desea ad-
quirir una anualidad que le pagara $5000 cada afio en los préximos 10 afios, el pri-
mer pago lo recibird al cumplir 66 afios. Su compaiiia de seguros le dard una tasa de
interés del 8% anual en la inversion. ;Cudnto deberd depositar con el propdsito
de adquirir tal anualidad?

Solucién Consideremos el primer pago, que el sefior Herndndez recibird al cum-
plir 66 afios. Este pago serd de $5000, y debe pagarse por un depdsito realizado un
afio antes. Sea este depdsito A,. En el afio que corre, A; ganard un interés del 8%, de
modo que se habra incrementado a (1.08)A,. Esto debe ser igual a 5000.

(1.08)A, = 5000
A, = 5000(1.08)"!
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@ 17. En el ejemplo 2, ;cudnto
debe pagarse para comprar la
anualidad, si la tasa de interés

es 6% anual?

Respuesta $36,800.44

Esto es, si una cantidad igual a $5000(1.08)"! la deposita el sefior Hernandez al
cumplir 65 afos, se habrd incrementado a $5000 al cumplir 66 afios.

Ahora consideremos el segundo pago, el cual recibird al cumplir 67 afios. Es-
te debe pagarse con un depésito, A,, realizado 2 afios antes. Dado que A, acumula
un interés del 8% por 2 afios, debemos tener que

A,(1.08)* = 5000

si debe ser bastante para aumentar a $5000 al llegar a su aniversario nimero 67. As{
que

A, = 5000(1.08)2

Esto es, si el sefior Herndndez deposita una cantidad igual a A, en su aniversario ni-
mero 65, se habrd incrementado a $5000 dos afios después. Es claro que si el sefior
Hernédndez deposita las cantidades A, + A, al cumplir 65 afos, la inversion serd la
justa para poder recibir $5000 en sus cumpleafios nimeros 66 y 67.

Continuando en esta forma, un depésito de A, = $5000(1.08)3 se incremen-
tard a $5000 después de 3 afios (al cumplir 68 afios), etc. El dltimo pago de $5000
lo recibird al cumplir 75 afios, de modo que habra invertido durante 10 afios. De aqui
que requerird un depdsito de $5000(1.08)~1°.

En consecuencia, con el objetivo de recibir los 10 pagos, la cantidad total que
el sefior Hernandez debera depositar al cumplir 65 afios estd dada por

A=A +A+A + - +A,
= 5000(1.08)~" + 5000(1.08)~2 + 5000(1.08)~3 + -+ + 5000(1.08)10

Esta expresion representa la suma de 10 términos de una PG con primer término a =
5000(1.08)~! y cuya razén comin es r = (1.08)~!. Por tanto,

a(l — ") _ 5000(1.08) '[1 — (1.08)" ']
1—r 1 — (1.08)"!

A=

Multiplicando numerador y denominador por 1.08,

5000[1 — (1.08)719] _ 5000[1 — (1.08)719]

A= 1.08[1 — (1.08)71] 1.08 — 1
= m[l _ (1 08)710]
0.08
5000
= g (1~ 04632)
= 33,550

Asf que, el sefior Herndndez debera depositar $33,550 con el propésito de adquirir
su anualidad de $5000 por 10 afios. @ 17

Ahora generalicemos este ejemplo. Supongamos que se adquiere una anuali-
dad con un pago previo A y que los pagos de la anualidad son iguales a P. Estos
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@ 18. Utilizando la tabla A.3.4
determine a) ag‘.o.og; b) aﬂ.ooms

Respuesta a) 3.992710
b) 26.775080

pagos se realizan a intervalos regulares durante n periodos, empezando un periodo des-
pués de que se adquiera la anualidad. La tasa de interés es del R por ciento por periodo.

Como en el ejemplo 2, el primer pago de P (efectuado 1 periodo después de
que se adquiere la anualidad) requiere un depdsito A, en donde

(d+0= (1_100)

Esto es porque una inversién de A, se incrementarfa a A,(1 + i) durante el pe-
riodo que corre. Por tanto,

A, =P + i)

En forma similar, una inversion de A, se incrementarfa a un valor P después
de 2 periodos si

A(l+ =P
o bien,
A, =P +i)?
El n-ésimo y tltimo pago requiere un depdsito A, realizado n periodos antes, en donde
Ad+iy=P 0 asimismo A =P1+ i)™
Por tanto, si la suma A es suficiente para pagar las n anualidades, debemos te-
ner que
A=A +A+ - +A
=Pl +d)'+PL+i2+-+PL+i"

De nuevo, tenemos la suma de n términos de una PG. El primer término es a =
P(1 + i)~!ylarazén comidn es r = (1 + i)~!. Por tanto,

a(l —r) _ P(1+) 1 -0+

A= ;
1—-r 1=+ H!

Multiplicando el numerador y el denominador por 1 + i, el denominador se trans-
forma en

A+l —A+d) =0+ —A+dpl+d'=0+i)—1=i

En consecuencia, nos quedamos con

_ P

A=—[1—-1+i)™"

i

o bien,

i

A= Pa;‘ donde a; = =+ 0™ (D

Otra vez los valores de ay); se leen como “a de n en i” y para algunos valores de n e
i aparecen en la tabla A.3.4 del apéndice III. @ 18
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@ 19. En el ejemplo 2, utilice la
tabla A.3.4 para calcular el valor
presente de una anualidad de
$5000 por afio durante 20 afios.

Respuesta A = 5000a 35,
= 49,090.74

Por ejemplo, el ejemplo 2 puede resolverse utilizando la tabla como

A = Pa, = 5000&@0_08 = 5000(6.710081) = 33550.40

i

A menudo llamamos a A el valor presente de una anualidad P por periodo
para n periodos. Es la cantidad que debe pagarse para adquirir dicha anualidad. La
cantidad a;, representa el valor presente de una anualidad de $1 por periodo duran-
te n periodos. Por contraste, recuerde que S;\ . es el valor futuro de tal anualidad, es-
to es, el valor al final de todos los pagos. @ 19

Cuando una compaiiia de seguros otorga una pdliza de pensién a una perso-
na, por lo regular no la emite por un nimero determinado de afios, sino mds bien por
el tiempo que la persona referida viva. En tal caso, el valor de n utilizado es la es-
peranza de vida de la persona, esto es, el nimero de afios (en promedio) que vive
una persona de su edad.

EJEMPLO 3 (Anualidad) La senora Jiménez se retira a la edad de 63 afios y usa
sus ahorros de toda la vida de $120,000 para adquirir una pensién anual. La compa-
fifa de seguros de vida otorga una tasa de interés del 6% y estima que su esperanza
de vida es de 15 afios. ;De cudnto serd la anualidad (esto es, qué tan grande serd la
pensioén anual) que recibird?

Solucién En la ecuacion (1), sabemos que A = 120,000 e i = R/100 = 155 = 0.06.
Deseamos calcular P. Tenemos que

A = Pa

n‘[
Esto es,

120,000 = Paﬂo.oa = P(9.712249)  (por la tabla A.3.4).

Por tanto, P = 120,000/9.712249 = 12,355.53 y la sefiora Jiménez recibird una
pensién anual de $12,355.53.

Amortizacion

Cuando una deuda se salda mediante pagos constantes en un periodo, decimos que
la deuda se amortiza. Por ejemplo, una persona podria pedir prestados al banco
$5000 con el propésito de adquirir un automévil nuevo mediante el acuerdo de que
una cantidad determinada le pagara al banco cada mes durante los préximos 24 me-
ses. Nos gustarfa determinar de cuanto deberfan ser los pagos mensuales, dado que
el banco fija un interés a cierta tasa sobre cada balance restante. Otro ejemplo de
gran importancia son las hipotecas, que se liquidan mediante pagos regulares casi
siempre a lo largo de 20 o 25 afios.

Matematicamente hablando, la amortizacion de una deuda presenta el mismo
problema que el pago de una anualidad. Con una anualidad, podemos considerar
que el receptor le prestd cierta cantidad a la compaiiia de seguros; ésta paga enton-
ces la deuda mediante n pagos regulares iguales a una cantidad P cada uno. Sobre
cada balance restante, la compaiiia agrega interés al crédito del acreedor a un inte-
rés del R por ciento por periodo. Esta es la misma situacién que aparece en el caso
de un préstamo. Aqui el banco presta una cantidad determinada A al prestatario, el
cual salda la deuda mediante n pagos regulares de P cada uno. Sobre cada saldo
insoluto, el prestatario debe agregar interés a una tasa del R por ciento por periodo.

286 CAPITULO 7 PROGRESIONES Y MATEMATICAS FINANCIERAS



@ 20. En el ejemplo 4, si la com-
paiiia sélo pide prestado $20,000,
(cudles serdn los pagos mensuales,
si con ellos se salda el préstamo en
18 meses?

20,000
Respuesta P = =
ATglo0t

1219.64

En consecuencia, la ecuacién (1) también se aplica a la amortizacién de un
préstamo.

A = Pay (i = %) 2)

EJEMPLO 4 Una pequeia compaiiia constructora planea expandir sus operaciones
solicitando un préstamo al banco. Este fija una tasa de interés del 1% mensual e in-
siste en que la deuda debe pagarse en un maximo de 24 meses. La compaiiia estima
que puede comprometerse a pagar la deuda con pagos de $1500 al mes. ;Cudnto es
lo maximo que puede pedir al banco?

Soluciéon En la férmula anterior, hacemos P = 1500, i = ﬁ = 0.01 (dado que la
tasa de interés del 1% por periodo, esto es, por mes en este caso) y n = 24. Se si-

gue que
A= lSOOa;qO_O] = 1500(21.243387) = 31,865.08
En consecuencia, la compaiiia puede pedir prestado hasta $31,865.08. @ 20

EJEMPLO 5 (Préstamo hipotecario mdximo) Un matrimonio tiene un ingreso
combinado de $45,000. Su compaiiia hipotecaria les prestard una cantidad en la cual
los pagos corresponden a una tercera parte de su ingreso. Si la tasa de interés es del
1.2% mensual amortizado en 25 afios, ;cudnto pueden pedir prestado?

Soluciéon Aqui los pagos mensuales son de P = (5 - 45,000) ~ 12 = 1250 e i =
1.2/100 = 0.012. En 25 afios el nimero de pagos mensuales es n = 25(12) = 300.
Por tanto, la suma que pueden pedir prestada es

P
A=Pay=—[1— 1+
4

1250
= ——[1 — (1.012)73®
oorz 1~ (01

104166.67(0.97208)

$101,258.80

Aqui usamos la férmula para a no estd dado en la tabla A.3.4

paran = 300ei = 0.012.

7 porque el valor de Ay

Por lo regular, necesitamos usar la ecuacion (2) con el objetivo de calcular el
monto de los pagos P. Despejando P, obtenemos

iA A
p=—F—— -~ 3
1 - (1 + i)_n a;‘i ( )

EJEMPLO 6 Durante sus afios en la universidad, un estudiante acumula préstamos
de modo que, al graduarse, la deuda es de $8000. El préstamo acumula intereses al
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8% anual y debe liquidarlo en pagos tinicos al término de cada afio. ;Cudnto debe-
réd pagar el estudiante cada afio con el propésito de saldar la deuda en 5 afios?

Solucién La deuda inicial es A = 8000. El periodo de pago es n = 5. Puesto que
la tasa de interés es R = 8,1 = R/100 = 0.08. El pago anual se obtiene de la ecua-

cién (3).

8000 8000
pP= =

= = 2003.65
a5 3992710

Por tanto, el estudiante deberd pagar $2003.65 al término de cada afio con ob-
jeto de amortizar la deuda en un plazo de 5 afios.

I :jcrcicios 73

(1-8) Use la tabla A.3.4 para encontrar los siguientes valores.

1. Seloos 2. 5301
3. S3elo.0075 4. S5500.005
5. @iloor 6. is]o.0s
7. axoms 8. 3glo.00rs

(En lo que sigue, las tasas de interés indicadas, son tasas nomi-
nales).

(9-14) (Plan de ahorro) Encuentre el valor del plan de ahorro
al final de:

9. Diez afios si se depositan $1000 al final de cada afio en una
cuenta que produce 8% de interés anualmente compuesto.

10. Cinco afios si se depositan $2000 al final de cada afio al 6%
de interés compuesto anualmente.

11. Cuatro afios si se depositan $500 al final de cada 6 meses
al 8% de interés compuesto semestralmente.

12. Seis afios si se depositan $1000 al final de cada 3 meses al
8% de interés compuesto trimestralmente.

13. Tres afios si se depositan $200 al final de cada mes al 12%
de interés compuesto mensualmente.

14. Cinco afios si se depositan $500 al final de cada 4 meses al
9% de interés compuesto tres veces al afio.

(15-18) (Planes de ahorro) ;Cuanto debe depositarse al final
de:

15. Cada aiio durante 6 afios para obtener la suma de $15,000
al 8% anual de interés compuesto?

16. Cada 6 meses para obtener la suma de $50,000 al final de
10 afios cuando el interés compuesto ganado sea de 6%
compuesto semestralmente?

17. Cada 3 meses para obtener la suma de $20,000 al final de
4 afios al 8% de interés anual compuesto trimestralmente?

18. Cada mes durante 3 afios para obtener la suma de $8000 al
12% de interés anual compuesto mensualmente?

(19-20) (Planes de ahorro) (Al final de qué afio se tendrdn:

19. $5486.45 si se depositan $100 al final de cada afio al 6%
anual de interés compuesto?

20. $2950.21 si se depositan $75 al final de cada mes al 6% de
interés anual compuesto mensualmente?

21. (Planes de ahorro) Al inicio de cada afio, se invierten
$2000 en un plan de ahorros, la tasa de interés es del 8%
anual. Calcule el valor de la inversion:

a) Al término del quinto afio;

b) Al finalizar el n-ésimo afio.

22. [Plan de ahorros (fondo de amortizacion)] Jaime invierte
dinero cada mes en un plan de ahorros que le paga inte-
reses al %% mensual. Tres afios (36 meses) después de
empezar el plan, planea retirar el dinero y usarlo con el
propésito de pagar la hipoteca de su casa. Si requerird
$8000 para pagar la hipoteca, ;cuédnto deberd ahorrar cada
mes?

23. (Fondo de amortizacion) El sefior Gomez estima que en-
viar a su hijo a la universidad dentro de 8 afios le costara
$20,000. Si deposita una suma de P délares cada mes en
una cuenta de ahorros que paga 6% anual de interés com-
puesto mensualmente, ;cudnto deberd valer P para que el
sefior Gomez tenga $20,000 cuando su hijo esté listo para
su educacion universitaria?
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24,

*28.

*26.

(Plan de ahorro) El sefior Lopez debe jubilarse dentro de
5 afios y entonces quiere irse de vacaciones. Para lograrlo
empieza a depositar $2500 cada afio en una cuenta que pa-
ga 8% anual de interés compuesto. ;Cudnto dinero tendra
para sus vacaciones?

(Fondo de amortizacion) Industrias Atlas estima que le
costard $200,000 reemplazar cierta maquinaria dentro de
12 afios, por lo que inicia un fondo de amortizacién con este
proposito. Al principio hacen pagos anuales de $11,855.41
en una cuenta que paga 6% de interés compuesto anual-
mente. Después del octavo pago el banco incrementa a 8%
la misma tasa de interés. ;De cudnto deben ser los pagos
restantes que haga la compafiia?

(Fondo de amortizacion) La compaiifa Océano estima que
le costard $120,000 reemplazar cierta maquinaria dentro
de 10 afios, por lo cual inicia un fondo de amortizacién con
este propésito. Al comenzar deposita $1986.69 trimes-
tralmente en una cuenta que paga 8% anual de interés
compuesto trimestralmente. Después del trigésimo pago el
banco incrementa a 12% la tasa de interés. ;Cudnto debera
depositarse cada trimestre durante el tiempo restante?

(27-30) Encuentre el valor presente de una anualidad si:

27.

28.

29.

30.

Paga $500 anualmente durante 10 afios a una tasa de inte-
rés del 7% anual.

Paga $2000 al final de cada semestre durante 5 afios a una
tasa de interés de 10% anual compuesto semestralmente.

Paga $750 trimestralmente durante 3 afios a una tasa de in-
terés de 8% anual compuesto trimestralmente.

Paga $300 mensualmente durante 2 afios a una tasa de in-
terés anual de 9% compuesto mensualmente.

(31-32) ;Cudnto recibird una persona al final de:

31.

32.

33.

34.

Cada afio (durante 8), si compra una anualidad de $30,000
a una tasa de interés de 6% anual compuesto anualmente?

Cada mes durante 3 afios si compra una anualidad de
$25,000 a una tasa de interés de 12% anual compuesto
anualmente?

(Anualidad) Un individuo desea adquirir una anualidad
que le pagard $8000 cada afio durante los préximos 15
afos. Si la tasa de interés es del 6%, ;cudl serd el costo de
tal anualidad?

(Anualidad) Si la esperanza de vida de un hombre es de 12
afios al retirarse, ;cudnto le costard comprar una anualidad
vitalicia de $10,000 por afio si la tasa de interés es del 8%?

35.

36.

37.

38.

*39.

40.

41.

42,

43.

4.

*48,

46.

(Anualidad) Repita el ejercicio 34 si la tasa de interés es

a) 7% b) 5%

(Anualidad) Si el sujeto del ejercicio 34 tiene $100,000
con los cuales comprar su anualidad, ;cudnto recibird de
pensién anual?

(Anualidad) Maria recibe una herencia de $10,000 que in-
vierte al 6% anual. Al término de cada afio, ella desea reti-
rar una suma P con objeto de tomarse unas vacaciones en
Canctn. ;De cuanto debe ser la cantidad P si el dinero es-
ta invertido a 10 afios?

(Anualidad) Cuando Carlos se retird, tenia $120,000 in-
vertidos en bonos a largo plazo que pagan un interés del
5%. Al inicio de cada aflo, retira una cantidad P con el pro-
posito de cumplir sus gastos del afio. Si desea que el dinero
le alcance para 15 afios, (cudnto puede retirar cada afio?

(Anualidad) En el ejercicio 38, calcule cudnto le queda a
Carlos en los bonos exactamente después de realizar su dé-
cimo retiro.

(Amortizacion de un préstamo) Un préstamo de $5000 de-
be finiquitarse mediante pagos regulares mensuales en un
periodo de 40 meses. Si la tasa de interés es del 1% men-
sual, ;de cudnto deberian ser sus pagos mensuales?

(Amortizacion de un préstamo) Si el préstamo del ejerci-
cio 40 debiera pagarse en 18 meses, ;de cuinto deberian
ser los pagos mensuales?

(Amortizacion de un préstamo) Samuel pide prestado
$6000 al banco a un interés del 12% anual. El cubre sus
pagos regulares al término de cada afio. Si el préstamo de-
be saldarse en 4 afios, ;de cudnto deben ser sus pagos
anuales?

(Amortizacion de hipotecas) Una hipoteca de $40,000 de-
be saldarse mediante pagos mensuales en un periodo de 25
afios (300 pagos). Si la tasa de interés es de %% por mes,
calcule el pago mensual.

(Amortizacion de hipotecas) Resuelva de nuevo el ejerci-
cio 43 si la hipoteca debe pagarse en 20 afios.

(Amortizacion de hipotecas) En el ejercicio 43, calcule
cudnto se debe de hipoteca:

a) Después de 5 afios. b) Después de 15 afos.

(Préstamo para automovil) El sefior Villa adquirié un au-
tomévil nuevo por $15,000 e hizo un primer pago de 10%
sobre su costo. El resto fue financiado por un banco al 12%
compuesto mensualmente. Si el préstamo debe pagarse en
48 plazos mensuales, ;de cudnto serdn los pagos?
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47.

*48.

*49,

(Hipoteca de una casa) La casa de Saul tiene un valor de
$90,000 y todavia tiene que hacer al banco 50 pagos men-
suales més de $450.00 con su hipoteca del 9%. ;A cudnto
asciende la hipoteca de su casa? (Sugerencia: El valor res-
tante de una hipoteca es el valor de la casa menos el valor
presente del préstamo hipotecario).

(Hipoteca de una casa e inflacion) Hace siete afios, Juan
compré una casa en $80,000 que se revalué 9% al afio de-
bido a la inflacién. Si Juan debe al banco 48 mensualida-
des de $500 de su hipoteca al 12% anual, encuentre el
monto actual de sus derechos sobre la casa.

(Préstamo para automdévil) Susana le paga al banco $300
al mes por un préstamo para automovil, al 12% anual com-

*50.

B 7-4 ECUACIONES EN DIFERENCIAS

puesto mensualmente. Si el préstamo debe pagarse en 48
pagos iguales, qué proporcién de su vigésimo quinto pago
corresponde a intereses? (Sugerencia: Encuentre la deuda
de Susana después del vigésimo cuarto pago calculando el
valor presente de la anualidad restante).

(Préstamo para automovil) El sefior Sudrez compré un
automévil por $20,000 e hizo un pago de 15% sobre su
costo. El resto lo pidié prestado en un banco, al 9% anual
compuesto mensualmente. Si el préstamo debe pagarse en
36 pagos mensuales iguales, ;de cuanto debe ser cada pa-
go? ;Qué proporcion de su trigésimo pago es por intere-
ses?

Procesos a tiempo discreto

Las sucesiones que surgen en matemadticas financieras son ejemplos de procesos a
tiempo discreto. Estos son procesos que evolucionan con el tiempo pero tales que
las variables implicadas cambian en ciertos puntos de tiempo definidos y discretos.
Por ejemplo, el valor de una inversién que se compone mensualmente cambia al fi-
nal de cada mes y la sucesion de valores forma un proceso discreto. (Al comparar
esto con composicién continua, que es un proceso a tiempo continuo en donde el va-
lor cambia de un instante al otro).

Iniciaremos considerando el crecimiento de una inversién con k composicio-
nes por afio y tasa nominal de interés de R% anual. Entonces, la tasa de interés en
cada composicion es (R/k)%. Denétese por A, la inversi6n inicial. Después de la
primera composicion, el valor, A,, estd dado por

R . . R
Al = AO + 100k AO = (1 + l)AO 1= 100k

Aqui el primer término es el monto original y el segundo es el interés. Para el paso

general procedemos de manera similar. Denotamos el valor después de n composi-

ciones por A, de modo que el valor después de la siguiente composicion serd A .,y
n n+l1

R .
A=At Tooc A = U T DA,

Asi tenemos una sucesion de valores, Ay, A, A,, A;,..., Y una ecuacion, A=
(1 + DA,, que relaciona a cualesquiera dos valores sucesivos. Este es un ejemplo de
una ecuacion en diferencias, la cual definiremos en un momento.

Primero, notemos que no es esencial que una sucesién cuyo término n-ésimo
es T, inicie realmente con el término denotado por 7. Por ejemplo, en el andlisis an-
terior del crecimiento de un inversién, los valores sucesivos se denotaron con A, A,,
A, A,,..., y tenemos una sucesién que inicia con un término en la posicién cero.
En algunos casos, también puede ser conveniente incluir términos como 7_; o en
otros casos iniciar una sucesién en, por ejemplo, 7). En particular, con sucesiones
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@ 27. Dé el orden de las ecua-

ciones en las siguientes diferencias:

a) yn+3 = nyn
b) yn+2 - 2yn =yn+l
) Van Y, =1

Respuesta a) 3; b)2
o)1

que describen un proceso que evoluciona en el tiempo, por lo comun es convenien-
te iniciar la sucesidén con el término en la posicién cero, que corresponde al instante
inicial de tiempo en el que el proceso empieza. Por esta razén, en nuestro estudio
general denotaremos la sucesion por

y07 y17 y27 y:},’ oo
DEFINICION Sea y;, y,, y;, ¥, ... una sucesién de nimeros reales. Una ecuacion
en diferencias de orden k es una ecuacion que relacionay,y .,..., y,,, para to-

dovalorden(n=20,1,2,3,...).

EJEMPLO 1

a) y,,, = 3y, es una ecuacion en diferencias de primer orden; es una ecuacién
que relacionay, y y

b) ny ,, + (n+ 1)y = n®también es una ecuacién en diferencias de primer
orden ya que, otra vez, s6lo apareceny, y y,., en ella.

n+l

¢) y,., =y, 1, esunaecuacion en diferencias de segundo orden; es una
ecuacién que relaciona y , y. .,y y,.,

d) y,,,= Vny —n — 1 es también una ecuacién en diferencia de segundo
orden. (Observe que y, ., no aparece en esta ecuacién). @ 21

Observacion Es importante darse cuenta de que si el indice n se reemplaza
por cualquier otro indice que cubra el mismo rango de valores, la ecuacién asi ob-
tenida es equivalente a la ecuacién en diferencias original. Por ejemplo, de este mo-
do n puede reemplazarse por n — 1 o n — 2 y la ecuacién en diferencias permanece
sin cambio. Por ejemplo, en el ejemplo a), al reemplazar n por n — 1, obtenemos la
ecuacion en diferencias equivalente

a,) yn = 3yn—l

Tomando n = 0 en (a), obtenemos y, = 3y, y esta relacién puede obtenerse de a’)
haciendo n = 1. Tomando n = 1 en (a), obtenemos y, = 3y, y esto puede obtener-
se de @’) haciendo n = 2, y asi sucesivamente. Cualquiera de las relaciones obteni-
das de a) dando valores particulares de n también pueden obtenerse de a”). De for-
ma andloga, reemplazando n por n — 1 en el ejemplo d), obtenemos la ecuacién en
diferencias equivalente

d,) yn+1 = (I’l - l)yn—l - n
0, de manera alterna, reemplazando n por n — 2, obtenemos otra forma equivalente:

d) y,=Vm-—-2y ,—n+1

DEFINICION Una solucién de una ecuacién en diferencias es un conjunto de va-
lores para y, como funcién de n tal que cuando estos valores se sustituyen en la
ecuacion en diferencias, la tltima ecuacion se satisface como una identidad para to-
dos los valores aplicables de n.
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@ 22. Demuestre que la sucesion
¥, = 2" es una solucion de la ecua-
cién en diferencias y, ., — 5y, +
6y, =0

Respuesta 22— 5 - 271
+6-21=0

EJEMPLO 2 Escriba los primeros cuatro términos de la sucesién dada por
y,=snn+1) n=123,...
Demuestre que esta sucesion es una solucion de la ecuacién en diferencias

yn - yn*l =n
Solucion Haciendo n = 1, 2, 3 y 4 en la férmula dada, obtenemos los primeros
cuatro términos:
y, =31+ 1) =1 y, =322+ 1) =3
=333+ 1) =6 y, = 3@+ 1) =10
Es claro que estos términos satisfacen la ecuacion en diferencias dada, por ejemplo

Y, =¥, = 2,y, — ¥, = 3, etc. Sin embargo, debemos verificar que la sucesion es una
solucién para toda n. Como y, = 1 n(n + 1), el término precedente debe ser

Yoy =3m =D —1+1)=%3nmn—1)

y sustituyendo éstos en el lado izquierdo de la ecuacion en diferencias dada, obte-
nemos

Yy = Yo =30+ 1) = Fam— 1)
=%n[(n+1)—(n— 1]
a2l =n

y la ecuacién en diferencias se satisface, como se requeria. @ 22

EJEMPLO 3 Demuestre que la sucesion cuyo n-ésimo término estd dado por

1

c+n

v, = n=0,1,2,...

es una solucién de la ecuacion en diferencias

yn+1(1 + yn) = yn

para cualquier valor positivo de la constante c.

P 1 o
Solucion Siy, = T entonces y . Por tanto, el lado izquierdo
c+n

ettt
de la ecuacion en diferencias es

1 1
1+y)= 1+
Y %) c+n+1< c+J

B 1 c+n+1
T ct+n+1\ c+n

c+n_
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TABLA 3

n A,

0 1000.00
1 1254.40
2 1404.93
3 1573.52
4 1762.34
5 1973.82
6 2210.68
7 2475.96
8 2773.08

y se satisface la ecuacion en diferencias. (La razén para restringir de que ¢ sea po-
sitiva es simplemente que si ¢ es cero o un entero negativo, el denominador en uno
de los términos de la sucesion se vuelve cero).

Observe que en el ejemplo 3 tenemos una ecuacion en diferencias de primer
orden y una solucién que incluye una constante arbitraria, c. Esta es una caracteris-
tica general a la cual regresaremos mas adelante.

Solucién por medio de iteracién numérica

En los dos tltimos ejemplos, la solucién de la ecuacion en diferencias ha sido dada
como una férmula algebraica para el n-€simo término de la sucesién. Por lo comun
es muy deseable tener tal formula, y posteriormente se estableceran varias de tales
férmulas solucién. Sin embargo, existen muchos casos en los que no puede encon-
trarse una férmula para la solucién de una ecuacién en diferencias dada, y en tales
casos debemos conformarnos con una tabla de valores de un nimero suficiente de
términos en la sucesién solucion. La construccién de tal tabla serd ilustrada por me-
dio de los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 4 Una cantidad de $1000 se invirti6 a una tasa de interés de 12% com-
puesto anualmente. Sea A, = 1000 la cantidad inicial y sea A, el valor de la inversién
después de n afios. Escriba la ecuacién en diferencias que satisface esta sucesion de
valores y construya los términos hasta incluir A

Solucion Esto es similar al problema estudiado al inicio de esta seccién. Aqui
R =12y k =1,de modo que 1 + i = 1.12. La sucesién satisface la ecuacién en
diferencias A, = 1.12 A _,. Como conocemos el término inicial, es decir
A, = 1000, podemos construir tantos términos de la sucesién como queramos, sim-
plemente utilizamos repetidamente la ecuacién en diferencias paran = 1, 2, 3, etc.
Obtenemos,

n=1: A, = 1.12A, = 1.12(1000) = 1120
n=2 A, =1.12A, = 1.12(1120) = 1254.4
n=3: A, = 1.12A, = 1.12(1254.4) = 1404.928

y asi sucesivamente. Continuando con este proceso, obtenemos los términos hasta
A, en la tabla 3. (Los valores se han redondeado a dos decimales).

Observacion En este ejemplo, la solucién también puede expresarse por me-
dio de una férmula algebraica. Porque, utilizando la ecuacién en diferencias con va-
lores sucesivos de n,

A, = 1124,

A, = 1124, = 1.12(1.124,) = (1.12)%4,
A, = 1.124, = 112[(1.12)%4,] = (1.12)*4,
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y asi sucesivamente. De forma clara, el término general de la sucesion esta dado por
A, = (1124,

Por supuesto, esto no es mas que la férmula usual para el interés compuesto.

EJEMPLO 5 Dado que y, = 1, construya la solucion hasta e incluyendo y; de la
ecuacion en diferencias
1

yn+1_ 1+yn

Solucién Haciendo n = 0, 1, 2, 3 y 4 en la ecuacién en diferencias, encontramos
sucesivamente las soluciones para y,, ¥, ¥ ¥, ¥ Js:

1 1 1
n:O: yl: = = —
I+y 1+1 2
-1 1 2
S y2_1+y1_1+%_3
5 1 3
R
3 1 5
" S P
5
@ 23, Calcule los primeros
cuatro términos, siy, = 2y 1 1 3
Yot Yo T2 =n n=4: Vs = = =— @23
I+y, 145 13
8

EJEMPLO 6 Entre la poblacion de Norteamérica, varias personas sufren de cierta
enfermedad por debilitamiento. Cada afio 1000 nuevos casos de la enfermedad apa-
recen y la mitad de los casos existentes son sanados. Al final de 1991 habia 1200 ca-
sos de la enfermedad. Calcule el ntimero de casos esperados al final de cada afio
subsecuente hasta 1998.

Solucion Denotemos el final de 1991 por n = 0y los afios subsecuentes por n =
1, 2, 3, etc. Entonces n = 7 corresponde al final de 1998. Sea y, el nimero de casos
al final del afio n. Entonces, primero, y, = 1200, el niimero de casos al final de 1991.

Segundo, el niimero de casos y, consiste en la mitad de los casos y,_, del afio
anterior que se quedan sin curar mas 1000 nuevos casos. De modo que, podemos es-
cribir la ecuacion en diferencias

y, = 0.5y _, + 1000

n—1

Construimos la solucién poniendo n sucesivamente igual a 1, 2, 3,... Encontramos:

n=1: y, = 0.5y, + 1000 = 0.5(1200) + 1000 = 1600
Respuesta y, = 2,y, = —4, n=2: y, = 0.5y, + 1000 = 0.5(1600) + 1000 = 1800
Y, = 3Ly, =~ n=3: y; = 0.5y, + 1000 = 0.5(1800) + 1000 = 1900
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TABLA 4

n Afio A,

0 1991 1200
1 1992 1600
2 1993 1800
3 1994 1900
4 1995 1950
5 1996 1975
6 1997 1988
7 1998 1994

y asf sucesivamente. La solucién completa hasta n = 7 se da en la tabla 4. Vemos
que al final de 1998 el nimero de casos es igual a 1994.

Esta técnica de calcular la solucién por medio de evaluacién numérica de tér-
minos sucesivos algunas veces se denomina solucién por iteracion. Es un método
muy conveniente si tiene una computadora, o incluso una calculadora programable.
El programa puede disefiarse para que repita las iteraciones sucesivas de la ecuacién
en diferencias, y asfi calcular tantos términos de la sucesién como sean necesarios.

Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden

En los ultimos tres ejemplos construimos las soluciones de ciertas ecuaciones en di-
ferencias por medio de evaluacién numérica directa de elementos sucesivos de la
sucesion. Este enfoque siempre es posible y, en realidad para muchas ecuaciones es
la tinica forma de obtener una solucién. Sin embargo, existen ciertos tipos de ecua-
ciones en diferencias para los cuales puede encontrarse una férmula algebraica para
determinar el término general de la sucesion, y nuestro objetivo en el resto de esta
seccion es examinar una clase de tales ecuaciones junto con algunas de sus aplica-
ciones, en particular en matemadticas financieras.

En el ejemplo 4, construimos la solucién de la ecuacion en diferencias A, =
1.12A,_, por medio de iteracion numérica. Siguiendo ese ejemplo observamos que,
de hecho, la solucion puede expresarse por medio de la formula A, = (1.12)"A,. Es-
te resultado se generaliza como sigue.

TEOREMA 1 La solucion general de la ecuacion en diferencias
yn = ayn*l
en donde a es una constante dada, es
y, =ca

en donde c es una constante arbitraria. El valor de ¢ esta determinado si se da un ele-
mento de la sucesion: si se da y,, entonces

c= ypa’”

DEMOSTRACION Escribiendo la ecuacién en diferencias sucesivamente para
n=1,2,3,..., encontramos

n=1: = ay,
n=2: y, = ay, = a(ay,) = a%,
n=3: y; = ay, = a(a@®y,) = a%,

y asi sucesivamente. Es obvio que en general y, = a"y,. (Si estd familiarizado con
el método de induccidn, serd capaz de proporcionar una justificacién rigurosa de es-
te hecho “obvio™). Asi estd demostrada la primera parte del teorema, con ¢ = y,. La
segunda parte se sigue de inmediato poniendo n = p en la férmula general: y =
a’y,. Entonces,

C:y():yp+ap:yp07P
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La solucion y, = ca” de la ecuacion en diferencias y, = ay,_, es una sucesion
con crecimiento exponencial si @ > 1 y es una sucesion con decaimiento expo-
nencial si 0 < a < 1. Observe que la solucién general de la ecuacién en diferencias
incluye una constante arbitraria c. Con la finalidad de determinar el valor de esta
constante se requiere un poco mds de informacién; a saber, el valor de un término
de la sucesion. En la prictica, por lo comtn el término inicial es uno que estd dado.
Encontraremos esta caracteristica repetida para otras ecuaciones en diferencias de
primer orden: la solucién general incluye una constante arbitraria y se necesita in-
formacion adicional para determinar esa constante.

EJEMPLO 7 Encuentre la solucién de la ecuacion en diferencias

Yur1 = 705y,
para la cual y, = 2
Soluciéon Podemos utilizar el teorema 1 con @ = —0.5. La solucién general es
y, = ¢(=0.5)"

endonde c = ya™” = y5(—0.5)75 = 2(—0.5)75 = —25. Asf, sustituyendo este valor
de ¢ obtenemos

@ 24, Determine la solucién de

Yo = T ¥, = 73 y, = —20(=dyr=(=1y"126" & 24

El siguiente teorema trata con una ecuacién en diferencias que desempeia un
papel fundamental en gran parte de las matemadticas financieras, como veremos en
ejemplos posteriores.

TEOREMA 2 La solucién general de la ecuacién en diferencias
y,=ay,_, +b

en donde a y b son constantes dadas (con a # 1), es
b

y =ca' — ———
n a — 1
en donde ¢ es una constante arbitraria. El valor de ¢ esta determinado si se conoce
un elemento de la sucesion. Si se conoce y,» entonces,

— 4P + b
c=da yp a—l

b

En particular, si se conoce y,, entonces ¢ = y, + 1
a—

DEMOSTRACION Definase

Zﬂ:yl’l+

Respuesta y = —3 - (—=5)"2 a—1
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@ 25. Determine la solucién Entonces,

para la que y, = 2 de b b
a) y,+ ¥, =3 g, —azg :[y”+a :|_a|:ynl+—:|

b) yn + 3)7"7] =3 n n—1 _ 1 a— 1
=V @t Ul
=b =—bh
=b—-b=0
Asf las cantidades z, satisfacen la ecuacién en diferencias z, — az, , = 0. Por tanto,

por el teorema 1, la solucién para ellas es z, = ca”", donde ¢ es una constante. En
consecuencia, de la definicién de z ,

— b — n b
Y, =z, a_l—ca P

como se requeria.
La expresion dada en el enunciado del teorema para ¢ en términos de y, se ob-
tiene simplemente resolviendo para c la ecuacién

b
=cqp — ———
y, = ca P

Nota Sia = 1, la solucién general estd dada por y, = y, + nb
EJEMPLO 8 Encuentre la solucién de la ecuacion en diferencias
yn_zynfl=3 yl=5

Solucién Esta ecuacidn en diferencias es del tipo en el teorema 2, cona =2y b =
3. Por tanto la solucién es

b
yn=ca"—aj=c2ﬂ—ﬁ=c2”—3.

Haciendo n = 1y utilizando el valor dado de y, tenemos
yy=c2!=3=2c—-3=5
o bien, ¢ = 4. Por consiguiente, la solucién final es
y,=4-2"—3=2"2—-3 @& 25

Aplicaciones de ecuaciones en diferencias
en matematicas financieras

. Ahora reexaminaremos los temas de matemadticas financieras estudiados en la sec-
Respuesta a) y, =5 + (=) cién 7-3; pero ahora utilizando ecuaciones en diferencias. Los ejemplos, en gran
parte, seran los mismos que los utilizados anteriormente, de modo que usted pueda

_3 Si_2yn
by y,=3+3(=3 comparar los dos enfoques.
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@ 26. En el ejemplo 9, escriba
la ecuacion en diferencias, si los
pagos mensuales son de $150 y
la tasa de interés es 1% mensual.
Encuentre la solucién general y
la solucién que satisface y, = 0

Respuesta y, =y,_, +0.01y, _,
+ 150,

y, = ¢(1.01)" — 15,000,

v, = 15,000[(1.01)" — 1]

EJEMPLO 9 Cada mes Jane deposita $100 en un plan de ahorros que genera inte-
rés al 3% mensual. Calcule el valor de sus ahorros a) inmediatamente después de
que haga su n-ésimo depdsito y b) inmediatamente después de que haga su depdsi-
to nimero 25.

Solucién Sea y, el valor del plan inmediatamente después del depdsito n. Enton-
ces, primero, el valor inicial es y, = 100. (Un valor alterno inicial serfa y, = 0). Se-
gundo, podemos relacionar y, con el valor precedente y, , como sigue:

Valor después del depdsito
n = Valor después del depdsito (n—1) + Interés + Nuevo depdsito

y, =y, +0.005y,_, + 100

El segundo término del lado derecho es el interés sobre el monto y, | para un mes a
la tasa de $%. Asf,

y, = 1.005y, , + 100

n—1

que es la ecuacion en diferencias del mismo tipo que en el teorema 2. Las dos cons-
tantes son a = 1.005 y b = 100, y asi, con base en el teorema, la solucién es

b
y, = ca* — P c(1.005)" — = ¢(1.005)" — 20,000
a—

1.005 — 1
Haciendo n = 1 y utilizando la condicién inicial, obtenemos
v, = 1.005¢ — 20,000 = 100
lo cual implica que ¢ = 20,000. As{ la solucién a la parte a) es
v, = 20,000[(1.005)* — 1]
Para responder la parte b) simplemente tomamos n = 25 en esta férmula:

y, = 20,000[(1.005)* — 1] = 20,000(1.13280 — 1) = 2655.91

El valor del plan de ahorro después de 25 depdsitos es $2655.91. Estas respuestas
son las mismas que las que obtuvimos en el ejemplo 1 de la secciéon 7-3. @ 26

Generalizamos este ejemplo. Supéngase que una cantidad P se deposita en un
plan de ahorro al final de cada periodo, en donde el periodo podria ser un mes,
un trimestre, un afio o cualquier otra longitud fija de tiempo. Sea R la tasa de inte-
rés por periodo. Como en el ejemplo, sea y, el valor de la inversién inmediatamente
después de que se hace el n-ésimo depésito. Entonces, como antes,

Valor después del dep6sito
n = Valor después del depésito (n—1) + Interés + Nuevo depésito

L+ P

yn_ynfl 100 yn
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Por lo regular, esta ecuacién en diferencias se escribe como

= +iy, ,+P i=—r
3= 4y, + P i=

Tiene la forma dada en el teorema 2 con las constantes a = 1 + iy b = P. Por tan-
to, la solucion es

j— n b — 1_’_.’1 P — 1_’_‘" P
ypeat— Ty s e gy Ty T i e

Para la condicién inicial, podemos utilizar el valor después del primer pago, y, = P,
o el valor antes de que se haga el primer pago, y, = 0. Obtendremos el mismo va-
lor de ¢ en cualquier caso. Utilizando la primer condicién,

P
y=cl+i)——=P
i

lo cual da ¢ = P/i. Sustituyendo esta constante en la solucién general anterior da el
resultado final

P .
yn=7[(1+l)”—1]

Como en la seccién 7-3, utilizamos la notacién siguiente para esta solucién:

1
y, = Ps donde s, =—[(1 +0—1]
l

n‘i

Puede encontrar valores tabulados de s;). para diferentes valores de n e i en la tltima
columna de la tabla A.3.4 en el apéndice III.

Ahora considere el pago de un préstamo, por ejemplo, la liquidacién de la
hipoteca de una casa o un préstamo automotriz. Aqui, un banco u otra agencia de
préstamos presta cierta suma a un cliente, quien lo salda por medio de pagos regu-
lares, por lo comiin mensuales. Antes de estudiar la férmula general para este tipo
de situacién, considere un ejemplo especifico.

EJEMPLO 10 Una pequeifia compaiiia constructora desea pedir prestado a un ban-
co, para expansion de sus operaciones. El banco cobra interés al 1% mensual sobre
el saldo insoluto del préstamo y exige que el préstamo se liquide en 24 pagos men-
suales. La compaiiia estima que puede permitirse pagar el préstamo a un ritmo de
$1500 mensuales. ;Cudl es la cantidad méxima que pueden pedir prestada?

Solucién Seay, el saldo insoluto del préstamo inmediatamente después del n-ési-
mo pago. Como el préstamo se liquidard en 24 pagos, es necesario que y,, = 0. Tam-
bién podemos deducir una ecuacidén en diferencias como sigue:
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@ 27. En el ejemplo 10, escriba
la ecuacion en diferencias, si los
pagos mensuales son de $900 y
la tasa de interés es %% mensual.
Determine la solucién general y
la solucién que satisface y,, = 0

Respuesta y, = 1.005y, _, — 900,
y, = ¢(1.005)" + 180,000,
y, = 180,000[1 — (1.005)~4=m]

Balance después de n pagos

= Balance después de (n — 1) pagos + Interés — Un pago

y, =y, + 001y, - 1500

n—1

en donde el segundo término de la derecha es el interés mensual sobre el saldo in-
soluto, y .. Esto puede escribirse asi

y, = 101y, , — 1500

n—1°

que tiene la misma forma general que la ecuacién en diferencias del teorema 1 con
las constantes a = 1.01 y b = —1500. Por tanto, la solucién es

b 1500
y, =ca' — ——=c(1.01y" + —— = ¢(1.01)" + 150,000
" a—1 1.01 — 1
Para determinar ¢ debemos hacer n = 24:
¥y, = ¢(1.01)%* 4+ 150,000 = 0

y asi ¢ = —150,000(1.01)~2*, Sustituyendo este valor de ¢ en la solucién anterior
para y,, obtenemos

y, = 150,000[1 — (1.01)=* = m]

Estamos interesados en determinar la cantidad inicial del préstamo, que es el saldo
insoluto, y,, antes del primer pago. Haciendo n = 0, obtenemos

¥, = 150,000[1 — (1.01)72%] = 150,000[1 — 0.7875661] = 31,865.08

Por tanto, el préstamo méaximo que la compaiifa puede obtener es $31,865.08.
- 27

Ahora generalizaremos este ejemplo. Supongamos que el préstamo inicial es
A doélares y que se liquidard en pagos regulares de P dolares cada uno. Sea R por
ciento la tasa de interés por periodo entre los pagos. Como en el ejemplo, sea y, el
saldo insoluto del préstamo inmediatamente después del pago n-ésimo. Entonces,
tenemos

Balance después de n pagos

= Balance después de (n — 1) pagos + Interés — Un pago
R

yn = yn—l + myn—l —P
Reescribimos esto como

=1+ - P, donde i=-—
y, =@+ Dy, F=T00
La solucién de esta ecuacién en diferencias se obtiene del teorema 2 con a = (1 +
yb=—P:

b ) ) P
ynzca"——1=c(1+z)”+ =c(l+i)"+—
a— i

(I+i—1
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Abhora, el préstamo inicial (que es igual al saldo insoluto y, después de cero pagos)
esta dado por

P P
A=yO=C(1+l')0+—.=C+—.
l

1

y asi ¢ = A — P/i. Sustituyendo este valor de ¢ en la solucién para el saldo insoluto,
P P
y,1=(A——.)<1 + iyt —
l l

Ahora supéngase que n es tal que el préstamo se ha liquidado por completo. Esto
significa que el saldo insoluto se ha reducido a cero: y, = 0. Esto da la ecuacién

P P
(A——.)(l +iy+—=0
l l
de la cual obtenemos
P P
A——+—0+D7"=0
i i

Por lo comun, este resultado se escribe

1
A= Pa;‘i donde a;‘i =—[1 -0+
l

EJEMPLO 11 Durante sus afios como universitaria, una estudiante acumula prés-
tamos estudiantiles que totalizan $8000. El préstamo serd pagado en los siguientes
5 afios por medio de un solo pago al final de cada afio. La tasa de interés es 8%
anual. Sea y el saldo insoluto del préstamo después del pago n-ésimo. Escriba la
ecuacién en diferencias que satisface la sucesion y, y obtenga su solucién. Determi-
ne el monto de cada pago. ;Cudnto requerird la ex estudiante si ella piensa saldar el
préstamo inmediatamente después del segundo pago?

Soluciéon En términos de la notacién general, R = 8, de modo que i = 0.08. El ba-
lance inicial es y, = 8000. Sea P el monto de cada pago. Entonces tenemos la ecua-
cion en diferencias

Balance después de n pagos

= Balance después de (n — 1) pagos + Interés — Un pago

yn =yn*l + 100 yn*l —pP= l'OSynfl - P
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@ 28. Repita el ejemplo 11, si
los $8000 prestados se pagaran en
pagos trimestrales durante cinco
afios, con tasa de interés de 2% por
trimestre.

Respuesta y, = 1.02y,_, — P,
y, = (8000 — 50P)(1.02)" + 50P

donde

160

P=—"—— =4892
S

Con base en el teorema 2, con a = 1.08 y b = —P, la solucién general es

y, = c(1.08)" + 0—[.58 = ¢(1.08)" + 12.5P
Haciendo n = 0 en ésta, encontramos

Y, = ¢ + 12.5P = 8000
de modo que ¢ = 8000 — 12.5P. Asi,
v, = (8000 — 12.5P)(1.08)* + 12.5P

Si el préstamo se liquida en 5 afios, y; = 0:

¥s = (8000 — 12.5P)(1.08)° + 12.5P =0
Despejando de aqui a P, obtenemos

P = 5000 = 2003.65
12.5[1 — (1.08)73] '

Por lo que los pagos son de $2003.65 cada afo. El balance restante en el préstamo
después de dos pagos, estd dado por

y, = (8000 — 12.5P)(1.08)> + 12.5P
= [8000 — 12.5(2003.65)][(1.08)% + 12.5(2003.65) = 5163.61

Por tanto, el balance es $5163.61 después de los primeros dos pagos, y éste es el
monto que necesita pagarse para liquidar el préstamo. @ 28

Otra situaciéon muy similar es aquella en que una persona jubilada compra una
anualidad para obtener una pensién, por lo comtn la anualidad se compra a una com-
pafiia de seguros.

EJEMPLO 12 Después de la muerte del sefior Josephs, su viuda utilizé parte de su
capital para comprar una anualidad que le serd pagada mensualmente, empezando
un mes después de que la compre. La compaiifa de seguros da una tasa de interés de
0.5% mensual y estima que la esperanza de vida de la viuda es de 10 afios. Si la se-
fiora Josephs desea recibir un ingreso mensual de $1000, ;cuénto capital necesitard
invertir? Si en realidad ella sobrevive durante 15 afios, ¢ cudl serd el valor, en el ins-
tante que ella muera, de la pérdida en que incurre la compaiiia de seguros en la trans-
accion?

Solucién Seay, el balance del capital restante con la compaiifa de seguros después
del n-ésimo pago. Entonces y,,, = 0, ya que el plan esté disefiado para realizar exac-
tamente 120 pagos mensuales. El capital inicial que la sefiora Josephs debe deposi-
tar es y,,.

Podemos deducir una ecuacion en diferencias como en el ejemplo 11:

Balance después de n pagos

= Balance después de (n — 1) pagos + Interés — Un pago
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0.5
5 = Yut T g et — 1000 = 1003y, | = 1000

Con base en el teorema 2, con a = 1.005 y b = —1000, obtenemos la solucién

0
= ¢(1.005)" + 200,000
0.005

y, = ¢(1.005)" —

Entonces,
Vi = €(1.005)120 + 200,000 = 0
lo cual determina la constante ¢ como ¢ = —200,000(1.005)7!20, Asi,
¥, =c(1.005)° + 200,000 = 200,000[1 — (1.005)12°] = 90,073.45

El capital inicial invertido para esta anualidad es $90,073.45. Si la sefiora Josephs
sobrevive durante 15 afos, la compaiiia debe hacer 180 pagos mensuales, de modo
que el valor del capital de la anualidad hasta su muerte sea y . Esto es,

Vg = ¢(1.005)!8 + 200,000 = 200,000[1 — (1.005)%°] = —69,770.02

El hecho de que ésta es negativa representa una pérdida para la compaiia de segu-
ros, la cantidad de la pérdida serd de $69,770.02.

N cjcrCicios 7-4

(1-6) Determine el orden de las siguientes ecuaciones en dife- (15-16) Construya una tabla de valores de la solucién de cada
rencias. una de las ecuaciones en diferencias siguientes para el valor in-
1 dicado de n.
1. +2y =— 2.x , +(x)=0
yn+1 yn n n+1 ( n) 15. yn _ yn_l — (06 _ 0.01yn_1)yn_1;
1 =
3ou,, t—=nu,, 4.y ,+tIn@y)=1 ¥ =10, 0=n=10
u
n-l 16. y, —y,., = (1.5 = 0.001y,_)y,_;
St + S =3 6w+ Vax, =4 v, = 1800, 0=n=10
(7-14) Demuestre que las siguientes sucesiones, cuyos n-ésimos 17. Cierta poblacién tiene un tamafio inicial de 10,000 y estd

términos se proporcionan a continuacién, son las soluciones de

; - ar creciendo 10% cada afio. Si y, denota el tamafio de la po-
las ecuaciones en diferencias indicadas (a, b y ¢ son constantes).

blacién después de n afios, escriba la ecuacién en diferen-

7.y,=3n+¢ y,—y =3 cias para y,. Proporcione una tabla de valores de y, para
! R n=0,12...,10.

8.y, =nn+2)+c¢ y,—y,=2n+3

n

18. Una suma de $5000 se invierte a una tasa de interés de

9.y, =(=D'n+c); y, +y_, = 15% compuesta anualmente. Si A, denota el valor de la in-

10.y =2(an+b), y,,—4y. +4y =0 v.ersién después de n ?ﬁos, escriba la ecuacién en diferen-
cias para A,. Proporcione una tabla de valores de A, para
11' yn:(73)n(an +b)’ yn+2+6yn+l +9yn:O n= 05 1’ 2a---a 8
12.y =a-2"+b-3% y ,— 5y, +6y,=0 (19-33) Resuelva las ecuaciones en diferencias siguientes.
1B.y,=a+b—D" y.,=v, 19.y, —2y,,=0 20. 2y, ., +3y,=0
14. y,, = a(_l)n + b(Zn) + C(_3)n; 21. yn - 3yn*l = 0’ yO =5
yrz+2 + 2yn+l - Syn - 6yn*l =0 22. y” N 1.2y"7] - 0’ yO = 100
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23

25

27

28

29.

30.

31

32

33

Y,y =2 24.yn*%yn_l=3
.y, 2y, =1 26. y, —3y,_,=—5
.y, — 05y, ,=4, y,=8
.Y, — 3y, =9 y;=35
Yo "V =4 ¥ =06
Y, =V t20 y;,=25
.y, — 02y, =4 y,=25
-y, t2y,.,=-6; y,=05
-y, ty, +6=0 y,=-7

(34-36) Resuelva los problemas siguientes utilizando ecuacio-
nes en diferencias.

34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

. Los activos de cierta compaiifa se han incrementado en
10% cada afio. Si tenfan $100 millones al final de 1988,
(cudntos afos les tomard exceder $200 millones?

El sefior Black ha invertido $50,000 a una tasa de interés
de 10% compuesto anualmente. Si retira $3000 cada afio
en el aniversario de su depdsito, ¢en cudntos afios su inver-
sién serd mayor a $65,000?

Cierta poblacién tiene un tamafio inicial de 1000 y crece
50% cada afio. Si la poblacién se recolecta a una tasa de
400 por afio, determine el tamafio de la poblacién en cada
uno de los primeros 8 afios.

Una suma de $5000 se deposita en una cuenta de ahorros
que paga 6% de interés compuesto anualmente. Siy, deno-
ta la cantidad después de n afios, escriba la ecuacion en di-
ferencias de y, y luego resuélvala. ;Cuénto dinero estard en
la cuenta al final de 8 aflos?

Una suma de $2000 se deposita en una cuenta de ahorros
que paga 5% de interés compuesto anualmente. Si y, deno-
ta la cantidad en la cuenta después de n afios, escriba la
ecuacion en diferencias de y, y resuélvala. ;Cudnto dinero
habra en la cuenta al final de 5 afios?

Una suma de $2000 se invierte a un interés simple de 8%
anual. Si y, denota el valor de la inversién después de n
afios, escriba la ecuacion en diferencias para y, y resuélva-
la. ;Cudl es el valor de la inversion al final de 10 afios?

Una suma de $8000 se invierte a un interés simple de 6%
por afio. Si y, denota el valor de la inversion después de n
afos, escriba la ecuacion en diferencias de y, y resuélvala.
(Cual es el valor de la inversion al final de 5 afios?

41.

42,

43.

44.

45.

46.
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El sefior White tomé un préstamo de $5000 al 15% de in-
terés compuesto anualmente y prometié pagar $900 al final
de cada afio. Si y, denota el monto que adeuda después de
n afios (después de que se hizo el pago anual).

a) Escriba la ecuacion en diferencias para y, y resuélvala.

b) (Cudnto debe el sefior White después de que ha hecho
su décimo pago?

La sefiorita Susan pidi6 prestada una suma de $8000 a un
banco al 12% de interés compuesto mensualmente y pro-
metié pagar $600 al final de cada mes. Dendtese con y, el
balance de la deuda después de n pagos.

a) Escriba la ecuacion en diferencias para y, y resuélvala.

b) (Cuanto debe la sefiorita Susan después de su décimo
sexto pago?

Cada mes Steve deposita $200 en un plan de ahorro que
genera un interés de 1% mensual. Dendtese con y, el valor
del plan de ahorros inmediatamente después del n-ésimo
depésito.

a) Escriba la ecuacién en diferencias para y, y resuélvala.

b) (Cudl es el valor de este plan inmediatamente después
de su dep6sito trigésimo?

Cada afio John deposita $500 en un plan de ahorros que de-
venga un interés de 8% anual compuesto anualmente. Sea
v, ¢l valor del plan de ahorro inmediatamente después del
n-ésimo deposito.

a) Escriba la ecuacion en diferencias para y, y resuélvala.

b) (Cudl es el valor de su plan inmediatamente después de
su depésito vigésimo quinto?

Sue quiere pedir prestado algin dinero al banco para reno-
var su casa. Ella puede pagar $200 mensuales y el banco
cobra un interés de 1.25% mensual. El préstamo serd liqui-
dado en 3 afios. Sea y, el balance del préstamo del banco
después de n pagos.

a) Determine la ecuacién en diferencias que satisface y, y
resuélvala.

b) Determine exactamente, cudnto puede pedir prestado
Sue.

¢) (Cudnto deberd adn al banco después de que haga su
pago vigésimo?

El sefior Brown puede comprometerse a pagar $500 men-
suales y el banco cobra 12% de interés anual compuesto
mensualmente. Su préstamo serd liquidado en 25 afios. De-
note con y, al balance que debe al banco después de n

pagos.



47.

48.

a) Determine la ecuacién en diferencias que satisface y, y
resuélvala.

b) Exactamente, ;jcudnto puede pedir el sefior Brown al
banco?

¢) (Cuanto debera atn al banco después de que haya he-
cho el pago centésimo?

Mary pidi6 prestada una suma de $10,000 a un banco para
comprar un automévil nuevo. El banco cobra un interés de
12% anual compuesto mensualmente y el préstamo se sal-
dard en pagos mensuales iguales de $P cada uno. Sea y, el
monto que se debe después de n pagos mensuales.

a) Determine la ecuacién en diferencias que satisface y, y
resuélvala.

b) Determine el pago mensual de $P al banco, si el prés-
tamo se liquidard en 4 afos.

Bruce pidi6 prestados $15,000 a un banco para renovar su
casa. El banco cobra un interés de 15% anual compuesto
mensualmente y el préstamo se liquidard en pagos mensua-
les iguales de $P cada uno. Sea y, el monto que se debe
después de n pagos mensuales.

49.

50.

a) Determine la ecuacién en diferencias que satisface y, y
resuélvala.

b) Determine el pago mensual de $P al banco, si el prés-
tamo se liquidard en 5 afios.

El sefior John quiere comprar una anualidad que le propor-
cione $500 cada mes durante 10 afios y la tasa de interés es
12% anual compuesto mensualmente. Sea y, el capital res-
tante en la anualidad después de n pagos.

a) Escriba la ecuacion en diferencias que satisface y, y re-
suélvala.

b) (Cuénto debe pagar para comprar esta anualidad?

El sefior Tom quiere comprar una anualidad que le propor-
cione $3000 cada afio durante los siguientes 15 afios y la
tasa de interés es 8% anual compuesto anualmente. Sea y,
el principal que queda después de n pagos.

a) Escriba la ecuacién en diferencias que satisface y, y re-
suélvala.

b) (Cudanto debe pagar para comprar esta anualidad?

B 7-5 NOTACION DE SUMATORIA (SECCION OPCIONAL)

Una notacién conveniente para expresar sumas que involucran gran cantidad de tér-
minos es la notacién sumatoria. Esta se utiliza a menudo en estadistica y otras ra-

mas de las matematicas.

De acuerdo con esta notacidn, la suma

Xt x, Fx o

+ x

n

se abrevia mediante la expresion

i=1

Se lee como “la suma de x, cuando i va desde 1 hasta n”. La letra griega % (sigma
mayutscula) corresponde a nuestra § en el alfabeto castellano y sugiere la palabra su-

ma. Entonces

X, tx, +x e

+x, = > x (1)

n 1

El subindice i que aparece en el lado derecho de la expresion (1) en la notacién sig-
ma se llama el indice de la sumatoria. Puede ser reemplazado por cualquier otra le-
tra como j, k o r que no se hubiera utilizado para representar otro término, y el va-
lor de la suma no cambiara. Asi,

SECCION 7-5 NOTACION DE SUMATORIA (SECCION OPCIONAL)

305



@ 29. Desarrolle las siguientes
sumas:

3 5 2k
a) > (G— 1% b) 27
j=0 k=1

4 1
o> (i + —,)
i=2 4

Respuesta a) (0 — 1>+ (1 — 1)?
Q-1+ G312

21 22 23 2425
by —+ =+ +—+—

1 2 3 4 5

DR+P+B+H+E+D

n n n
SH=>x5=> x...
i=1 j=1 k=1
n
En la suma _El x,, el indice de la sumatoria (el cual se indica debajo de %) to-
=

ma los valores 1, 2, 3,..., n. El valor inicial (1 en este caso) estd indicado debajo

de 2, y el ultimo valor (n en este caso) arriba de 2. Asi, para desarrollar una suma

dada en la notacién 2., tomamos todos los posibles valores enteros para el indice de

la sumatoria en la expresién que sigue al simbolo 2, y después sumamos todos los tér-
7

minos. Por ejemplo, si queremos expandirk§3 f(x), notamos que el indice k toma los

valores 3, 4, 5, 6, 7 (el valor inicial es 3 y se indica debajo de 2, y el valor final 7
arriba de ). Por tanto, en la expresion que sigue de 2, esto es, en flx), reemplaza-
mos k por 3, 4, 5, 6, 7y después hacemos la suma de todos los términos obtenidos.
Asi,

7
> Ax) = flxy) + flxy) + flxy) + flx)+ fix)
k=3

Lo tnico que cambia de un término al siguiente es el nimero en el lugar indicado
por el indice de la sumatoria (k en este caso).
A continuacién veremos algunos ejemplos dados en la notacién 2.

7
A DR=P+B+B+PB+B+63+ 7
k=1

d=d+a+d+ta+a

Mu-

b)

~
Il
—_

)

503 3
i 3@ 3G) 34 30)
~i—1 2—-1 3—-1 4—-1 5-1

4 .
jH1 T+ 1 241 341 4+1
= + + -
9 ;;f+1 2+1 2241 3+1 #+1

100
) > Inp=Inl+mn2+m3+-+mn100 @ 29
p=1

EJEMPLO 1 Dadas x, = 4,x, = 5,x, = —1 y x, = 2, determine

4 4 )
a > (y =2 M{Zm—ﬂ
k=1 k=1

Solucion

a) im—w=@—w+m—w+@—w+m—w
o =@ —22+ (-2 + (-1 -2+ @2 -2
=4+9+9+0
=22
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4
b)Z(xk—2)=(xl—2)+(x2—2)+(x3—2)+(x4—2)
k=1

=4-2)+6-2)+(-1-2)+2-2)

=2+3-3+0
=2
@ 30. En el ejemplo 1, evaliie Asi
4 4 ’ 4
a)Z(xj*xﬁ);b)kak [Z(xk—2)]2=22=4 @ 30
Jj—1 k=2 k=1

Se debe observar que el nimero de términos en la expans1on de 2 es igual a

(n—m + 1). Asi E x, contiene 7 — 3 + 1 = 5 términos, 21 x contiene 10 — 1 +

1 = 10 términos y a51 sucesivamente.

TEOREMA 1 Sim y n son enteros con n = m, entonces,

n
a) z ¢ = (n — m + 1)c, donde ¢ es una constante.

k=m
b) kZ ()Ck * yk) :kZ Xy ikZ Vi

=

n
c) X, =c Z x,, donde c es una constante.
m k=m

~
Il

n
d) Z (‘xk - xk*l) = 'xn - xnr]
k=m

DEMOSTRACION a) El nimero de términos en E ces(n—m+ 1),y cada tér-

7)?1
mino en la expresion es igual a ¢, porque la expresion que sigue a 2, (esto es, ¢) no
involucra al indice k de la sumatoria. Asi,

n
zc=c+c+c+~-—+c=(n—m+1)c

k=m

(n — m + 1) términos

b) Z (xk * yk) = (xm * ym) + (xmﬂ * ymH) +oee Tt (xn * yn)

k=m

=@, +x,,,+ - +tx)*r(, +y

n n
= +
> HED>
k=m k=m

m+1 -t yn)

n

9] Z cx, =cx, +ex,, +toex
=clx,+x,,+ - +x)

Respuesta a) —36 b) 15 — i .
k
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@ 31. En el ejemplo 3, determine

=

d) (G = x) =~ —x, ) + G — X))+ (., —=%7)

k

5 5 P
=3y b .—3)2
a) ,; (x;,—3) )J; (x; = 3) Fo e )+ (- )

= xn - xm*l

porque todos los demds términos se cancelan entre si. (Algunas de estas cancelacio-
nes estan indicadas con diagonales en la expresion anterior).

COROLARIO En particular, cuando m = 1, los resultados a) y d) se transforman
en

&
1=
o
I
S
[

x~
I

&
NE

O —X) =x, — X

x~
I

EJEMPLO 2 Desarrolle las siguientes sumas:

5 n
ay > 3 b)k;@)

k=—4

Soluciéon

5

a) Z (3) tiene 5 — (—4) +1 = 10 términos, y cada uno de ellos es igual a
k=—4

5

> (3)=10(3) =30

k=4

b) > (3)tienen—1 + 1 = n términos. Asi,
k=1

i 3=n3)=3n
=1

5 5 5
EJEMPLO 3 Dado que Z x, =13y Z x% = 49, encuentre Z (2x, + 3)?
i=1 i=1 i=1

Solucion

5 5
> @2x+ 3= @2+ 12x, +9)
i=1

i=1
5

5 5
=4> 2+ 12> x,+509)
i=1 i=1

— 4(49) + 12(13) + 45
= 196 + 156 + 45

Respuesta a) -2; D) 16 =397 @ 31
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TEOREMA 2

n(n + 1)

a) > k=1+42+3+-+n=
k=1 2

nin + 1)2n + 1)
6

by > R=124+22432+4 2=
k=1

“ nn+1) 2
k3:13+23+33+...+ 3= 7
i e

DEMOSTRACION
a) > k=1+2+3+-+m—-1)+n
k=1

Los términos de esta suma forman una progresion aritmética, en la cual hay n tér-
minos; el primer término es igual a 1 y la diferencia comin también es igual a 1. Por
la féormula de la pagina 270, la suma estd dada por

S k=S,=TRe 1G]

Por tanto,
n(n +1)

b) Para probar b) utilizaremos el siguiente resultado:

—k—1D3=KB -0, —-3k2+3k—1)
o bien,
—k—13=3k-3k+ 1

Esta es una identidad que es cierta para todo valor de k. Haciendo k = 1,2, 3, .. .,
n, obtenemos la siguiente sucesion de ecuaciones:

PB-0=3-12-3-1+1
P 13=3-22-3-2+1
3P —28=3-32-3-3+1

-—m—-1P=3-»-3-n+1

Si sumamos todas estas ecuaciones verticalmente, observamos que muchos de los
términos de la izquierda se cancelan y nos quedamos con

=0 =312+ 2+32+ - +nm) =31 +2+3+n)

A +1++1)
%/—)

n términos
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o bien,

n +1
n3=32k2—3M+n
k=1 2

donde hemos usado los teoremas 1a) y 2a). Asi,
32 KR=n—n+3nn+1)
k=1
=nn+ (n—1)+3nn+1)

=n(n+ Dn—1+3]
2n+1)

=nn + 1)(

n nn+ DH2n + 1)
k=
2 6

lo cual prueba el resultado.

c) La prueba de esta parte se deja como ejercicio. (Sugerencia: Utilice la iden-
tidad k* — (k — 1)* = 4k — 6k* + 4k — 1).

EJEMPLO 4 Evalie la suma de los cuadrados de los primeros 100 nimeros natu-
rales.

100
Solucion 12 4+ 224 32 4 oo 4 1002 = Z 2
k=1

100(100 + 1)(2 - 100 + 1)
6

100(101)(201
= % = 338,350

Aqui utilizamos el teorema 2 b) para n = 100.

EJEMPLO 5 Evalde la siguiente suma:
T+ 8+ 9+ - + 307

Solucion La suma dada se puede escribir como:
T4 8+ 934 o + 303 = (12 + 20 + 3 + -+ + 309)

— (134 23+ 3+ - + 6Y)
3

6
= k3_zk3
k=1 k=1

=]

[30(30 + 1)}2 _ [6(6 + 1)]2
2 2
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20
@ 32, Evaliea) > (j— 1) = (465)* — (21)?
j=1

20 0 = 216,225 — 441
2 A 2 25
b)kzzzok ) ; (52— 3i+2) _ 215.784

EJEMPLO 6 Evalie la siguiente suma:
50
> GR+2k+ 1)
=1

n

Soluciéon Primero encontraremos 2 (3k% + 2k + 1). Usando los teoremas 1y 2
k=1

tenemos

i(3k2+2k+1)=3ik2+2ik+i1
k=1 k=1 k=1 k=1

3[n(n+ 1)6(2n+ 1)}+2[n(n2+ 1)]+n(1)

_ nn + H2n + 1) S+ 1)+ n
2

Si reemplazamos ahora n por 50 en ambos lados obtenemos

50 50(51)(101)
(3K + 2k + 1) = ===+ 50(51) + 50
1

k=

128,775 + 2550 + 50
Respuesta a) 2470 b) 6985

¢) 1780 =131375 @ 32
I £)cRCICIOS 7-5
(1-23) Evalde cada suma. 3 5.3 @+ D2k— 1 1S G- s
L > (2k-3) 2> @+7) = P
k=1 k=0 n n
5 3 15> (B +Tk— 1) 16. > (- D@2 +p + 1)
32> p+p- 1 4. @-i+2) = =
r=2 =3 20 30
SO 4+ 1 17. > (> + Tp = 6) 18. 5 (P + 1)
5.y 6 > (T
=i =1 q 25 .
5 1 s . 19. > (k+ Dk +3) 20. > (k+ DHE + 1)
k=1 k=1
7‘,; n(n + 1) 8';0(k+1 k+2) 50 20
. ; 2. > K2 22. > (2K + 5k — 3)
9. > (k-1 10. > Gk +2) =t &
= k= 23. Utilice la identidad (k + 1)> — k2 = 2k + 1 para evaluar la
1LY (2+j+ 1) 1225 22— j+3) suma > k
J=1 j=1 k=1
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24. Haciendo uso de la identidad k2 — (k — 1)? = 2k — 1 eva-

Ide la suma Z k
k=1

25. Dadox, = 1,x, = —2,x, = 3,x, = 7, x; = 4 evalte

5
b) > (x, + 2y

5
a) > (2x,—3)
p=1 p=1
26. Dadox, = 1,x,=2,x,=3,x,=4,x,=5,9,=3,y, =

—1,y,=7,y,= =2y y; = —1 determine:

5 5
a) Z xpyp b) Z xzpyp

p=1 p=1

5
o) D (x, = 3
k=1

7 7
27. Dado que Z x, =13y Z x? = 63, determine:
i=1 i=1

:
b) > (3x,— 1)

p=1

.
a)> (5 —2x)
i=1
10 10 10
28. Dado que > x2=15, > (x,+y2 =73y > )2 =26,
i=1 i=1 i=1
10
encuentre Z Xy,
r=1

B R:rASO DEL CAPITULO 7

Términos, simbolos y conceptos importantes

7.1 Sucesion, primer término, término general o n-ésimo tér-
mino (7).
Progresion aritmética (PA), diferencia comun, primer tér-
mino (a), dltimo término (/).
Férmula para T,
Suma de n términos, S,.
Interés simple, férmulas para el interés simple.

7.2 Progresion geométrica (PG), razén comin. Férmula para
T,
Suma de n términos, S,. Suma de una PG infinita.

7.3 Plan de ahorro, anualidad, amortizacion.

Valor presente de una anualidad, a;,
Valor futuro de una anualidad, s;‘ !

7.4 Ecuacion en diferencias de orden k.

Solucién de una ecuacion en diferencias. Solucién general.
Solucién por medio de iteracién numérica.

n
7.5 Notacion de suma generalizada o notacion sigma: Z f()

i=m
Formulas

PA: T =a+ (n— 1)d

S, =%nl2a + (n— 1)dl = 5 n(a + 1)
Interés simple:
Valor después de t anos = P + ¢I, [= P(%)

a(l —r")

PG: T =ar!; S =
n n lfr

S =

) si—1<r<l
1—r

1
Valor futuro de una anualidad de $1: s+ = — [(1 + i) — 1]
i

n‘i
. 1 .
Valor presente de una anualidad de $1: a;‘i =—[1—-(1+i)7"]
i
Plan de ahorro: Valor futuro, S = Psﬂ[.

Anualidad o amortizacién: Valor presente, A = Pa;‘i

Siy, = ay,_,, entonces y, = ca"

Siy, = ay, | + b, entonces y, = ca" — sia # 1 o bien,

Y, =Yt mn si a=1

Zc:c(n—m-i-l)

k=1 k=m k=m
n n

Sen=c3

k=1 k=m

SB=13+2+3+ - +m=[Llnn+ P
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B °R0BLEMAS DE REPASO DEL CAPITULO 7

1.

Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cdmbielo
por una proposicién verdadera correspondiente.

a) El término n-ésimo de una progresion geométrica esta
dado por 7, = ar"

b) Si una sucesion T, T, T;, ..., cample con T, — T, =
T,—T,=T,—T,= - - -entonces la sucesion es una

progresion aritmética.

¢) El término k-ésimo de una progresion aritmética estd
dadopor 7T, = a + (k — 1)d

d) Sia, uy rson el primero, el dltimo y la razén comuin
de una PG, entonces su suma estd dada por <=

e) SiT,,T, T, ... es una PG, entonces la razon comiin es-

T,

td dada por

H La sucesi(’)n% = % aF + - - - es una PA.

| =
0| =

g) La sucesion 0, y, 2y, 3y, 4y, - - - es una PA.

h) El orden de la ecuacién en diferencias y,,, = 2y,,, es 3
n n—1
i > 2=
j=1 j=0

j) La siguiente suma representa la suma de una PG con

n—1
primer término a, razén comun r y n términos Z ar’
Jj=0

8
k) El valor d 2es2

) valor eZFl es
) Los términos de una PG satisfacen 7, = 1T, ., para to-

da m, donde r es la razén comun.

m) Los términos de una PA satisfacen 7, = T, | — d para
toda m, donde d es la diferencia comiin.

a

n) La suma de una PG infinita es S_ = =

Si —6, x, y, 15 y z forman una progresion aritmética, deter-
mine los valores de x, y y z.

. Si tres términos de una progresion aritmética son x + 3, Sx

y 8x — 1, determine el valor de x.

Si los primeros tres términos de una progresién geométri-
ca de nimeros positivos son x — 3, 2x — 6 y x. Determine
el valor de x.

. Si usted ahorra hoy 1 centavo, mafiana 2 centavos, 3 cen-

tavos al dia siguientes, y asi sucesivamente. ;A cudnto as-
cenderdn sus ahorros después de 365 dias?

Si usted pudiera ahorrar dentro de un mes 1 centavo, al ca-
bo de dos meses 2 centavos, luego de tres meses 4 centa-
vos, y asi sucesivamente, duplicando siempre la cantidad
del mes anterior. ;A cudnto ascenderdn sus ahorros des-
pués de 12 meses? ;Y después de 24 meses?

o

8.

Determine una progresién geométrica de siete términos
donde el segundo sea 1.5 y el quinto sea 137,'

Si 27, a, by —1 forman una progresién geométrica, deter-
mine los valores de a y b.

(9-14) Calcule la suma de cada una de las progresiones si-

guientes.

9.2+5+8+ 11+ ---; 15 términos.

2 4 8 P A 1

10. SoF oA F ; 10 términos.

11. —4—%—% + 1---;20 términos.
12.3V2+6+6V2+ - - ; 16 términos.

2 2 2 PRI & 1

13. 2 - 5 A =% aF ; 25 términos.

14. %T7+;+3+2+~~;15términos.

15. Siy — 2,4y — 1y 10 — 3y son los primeros tres términos

16.

17.

18

b

19.

20.

21

22,

23.

24

de una progresion aritmética, determine el valor de y.

Siz + 4,3zy 5z + 8 son los primeros tres términos de una
progresion geométrica, determine el valor de z. (Hay dos
soluciones).

Una progresién aritmética con 16 términos tiene primer
término 2 y ultimo término 47. Encuentre una expresion
para el término general y calcule la suma de la progresion.

La suma de la sucesion 101, 95, 89, ..., es 880. Encuentre
el nimero de términos en la sucesién y el dltimo término.

En una progresién geométrica, T, = 3 y 7, = 81. Encuen-
tre una expresion para 7, y calcule 7,

Determine la suma de la progresion geométrica con 10 tér-
: s 2 _3
minos si T, = Sy T, = 5.

(Plan de ahorros) Una suma de $1000 se invierte a interés
simple de 5% anual. Encuentre el valor después de ¢ afios.
Después de 6 afios, (cudl es el valor y cudnto interés total
se ha devengado?

(Interés compuesto) Si $2500 se invierten en una cuenta
de ahorros a un interés del 7% capitalizable anualmente,
calcule su valor después de 6 afios.

(Depreciacion) Jennifer compré una lancha de motor en
$15,000. La depreciacion se calcula reduciendo el valor
en 10% los primeros 3 afios y 8% los siguientes 5 afios.
Determine el valor de la lancha de Jennifer al cabo de 8
afios.

(Amortizacion de hipotecas) Otilio compré una casa para
lo cual pidi6 un préstamo de $200,000. El banco cobraré
una tasa de interés de 0.8% mensual durante los 20 afios de
vigencia del préstamo. Calcule el pago mensual que debe
realizar Otilio.
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25.

26.

27.

28.

(Depreciacion) Una computadora tuvo un costo de
$25,000. La depreciacién se calcula disminuyendo el valor
en 25% para los primeros 3 afios y 20% para los siguientes
2 afos. Encuentre el valor de la computadora después de
un periodo de 5 afios.

(Depreciacion) Utilice el método de depreciacién de la
suma de los digitos de los afios (véase el ejercicio 33 de
la seccion 7-1) para calcular la depreciacion durante el pri-
mer afio de un automdévil cuyo costo inicial es de $200,000
y cuyo valor de desecho después de 15 afios es de $20,000.

(Plan de ahorros) Los papds de Nimsi depositaron en una
cuenta de ahorros, que gana un tasa de interés anual de
10%, $3000 en cada aniversario de Nimsi, hasta que cum-
plié 21 afos y retiraron el total de la inversion. ;Cudl es el
valor de la inversion? (Incluya el depdsito del vigésimo
primer aniversario). Redondee su respuesta al entero mas
cercano.

(Amortizacion de hipotecas) Con referencia al problema
24, suponga que, justo al final del afio 12 de pagar la hipo-
teca, Otilio recibe un pago de $100,000. Si todo lo destina
para el pago de la misma, ;es suficiente para saldar la hi-
poteca? En caso afirmativo, ;jcudnto le queda de los
$100,000? En caso contrario, ;cudl es la cantidad que que-
da a deber (saldo insoluto) después del pago que hace?

(29-36) Resuelva las siguientes ecuaciones en diferencias.

29.
30.

_ 4,
22,4 —3%,=0

yr1+1 + l'lyn =0

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

*38.

Zn+zr1—l :O;Zl =4
2yn+l = yn; yO = 3

Zn+l = Zn + 5; ZI =3

3yn+l = zyn - 9’yU =-8
Z — 2, = 10;2,=10
Y, =Y, t3y,=17

(Amortizacion de préstamo) Jonathan y Nancy son propieta-
rios de una pequefia compaiifa productora de alimentos;
ellos desean pedir prestado a un banco, para expansiéon de
sus operaciones. El banco cobra interés al 1% mensual so-
bre el saldo insoluto del préstamo y exige que el préstamo se
liquide en 12 pagos mensuales. Nancy estima que pueden
permitirse pagar el préstamo a un ritmo de $1000 mensua-
les. ;Cudl es la cantidad maxima que pueden pedir prestado?

En un piscicultivo, una poblacién de truchas tiene un tama-
flo inicial de 1000 y crece 50% cada seis meses. Si la po-
blacién se recolecta a una tasa de 475 cada seis meses. De-
termine la poblacién al final del tercer aflo. Redondee al
entero mas cercano.

(39-40) Demuestre que las sucesiones siguientes cuyos térmi-
nos n-ésimos se dan a continuacién son las soluciones de las
ecuaciones en diferencias indicadas (a y b son constantes).

39.
40.
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CASO DE ESTUDIO

éC()MO SALVAR EL HONOR DEL ABUELO?

Como se analizd en este capitulo, lo que sucede con la deuda
del abuelo es caracteristico de las funciones con crecimiento
exponencial, de acuerdo con lo que analizamos al inicio del ca-
pitulo, si el interés es de 1% mensual, los primeros cinco cen-
tavos se convierten en aproximadamente $10.67, pero,

i. Si el interés que genera la deuda fuese de 2%, entonces, la
deuda de los primeros $0.05 ascenderia a 1.025% =
$2160.04. Un valor aproximadamente 200 veces mayor
que con 1%.

ii. Si el interés que genera la deuda fuese de 5%, entonces la
deuda de los primeros $0.05 ahora seria de 1.05°% =
1$13,182,634,256.55!, bien sabemos que el honor de un
abuelo vale eso y mads, pero seria preferible devolver a
tiempo los libros a la biblioteca.

Observe que esto s6lo es lo que se debe pagar por los prime-
ros cinco centavos, la deuda total es mucho mayor. Para calcular

la deuda total debemos proceder de forma semejante a como se
calcularon las anualidades en este capitulo. Asi, por los prime-
ros 5 centavos el interés del 1% se aplica durante 539 meses,
los 5 centavos del segundo mes generan intereses durante 538
meses, y asi sucesivamente hasta llegar a los 5 centavos del
mes 540 que no generan intereses. Por lo que la deuda total es:

Deuda total = (1.01°% X 0.05) + (1.01°% X 0.05) + --- + 0.05
= 0.05 X (1015 + 1.015% + -« + 1)

Con la férmula para la suma de una progresion geométrica, que
se dedujo en este capitulo, se obtiene:

1 — 1.015%

Deuda total = 0.05 X ﬁ

=~ $21,454.69

i. ;Cuadl serfa la deuda total, si el interés fuese de 2%?

ii. ;Cudl seria la deuda total, si el interés fuese de 5%?
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CAPIiTULO

Algebra de matrices

En los tltimos tres afios, cuatro nifias y nifios explorado-
res, Mang, Carolina, Dulce y Benjamin, han tenido como
misién recolectar fondos para apoyar un asilo. Con este
objetivo en mente, cada afio compraron chocolates. Los
adquirieron de tres tipos: blanco, amargo y semiamargo.
Cada caja contiene 20 chocolates. Los venden por pieza y
los dos tltimos afios vendieron todos. A continuacion se
resume la informacién para el primer afio:

En esta tabla se muestra el niimero de cajas que ca-

Precio por Precio de
Tipo de chocolate caja ($) |venta por pieza ($)
Blanco 50 4
Amargo 30 3
Semiamargo 40 3

Con base en esta informacién, determine:

da uno compré.

Cajas de chocolate
Blanco Amargo Semiamargo
Mang 6 15 9
Carolina 13 10 7
Dulce 10 10 10
Benjamin 5 12 13

En esta otra se muestra el precio por caja y el precio
al que vendieron cada tipo de chocolate:

i. ;Quién obtuvo mayor ganancia el primer afio?

ii. (Quién hizo la menor inversion?

iii. El segundo y el tercer afios compraron las mis-
mas cantidades de cajas de chocolate, pero el
precio por caja para el segundo afio fue 10%
mayor que el del primer afio; mientras que en el
tercer afio fue de 65, 45 y 40, para el chocolate
blanco, amargo y semiamargo, respectivamente.
Ademas, ellos conservaron los precios de venta
del primer afio. Responda las dos preguntas an-
teriores para el segundo y tercer afios.

TEMARIO

316

8-1
8-2
83
8-4

MATRICES

MULTIPLICACION DE MATRICES

SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES POR REDUCCION DE RENGLONES
SISTEMAS SINGULARES
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B 8-1 MATRICES

Una empresa produce cuatro productos, A, B, C y D. El productor de cada articulo
requiere cantidades especificas de dos materias primas, X y Y, y también cantidades
determinadas de mano de obra. Suponga que la empresa desea comparar los nime-
ros de unidades de X y Y y de mano de obra que se requieren en la produccion
semanal de estos cuatro productos. En la tabla 1 aparece informacién muestral para
tal caso. Por ejemplo, la produccion semanal de A requiere 250 unidades de X, 160
unidades de Y y 80 unidades de mano de obra.

TABLA 1

Producto A B C D

Unidades de material X 250 300 170 200
Unidades de material Y 160 230 75 120
Unidades de mano de obra 80 85 120 100

Observe que los datos de esta tabla aparecen en forma natural en un arreglo
rectangular. Si se suprimen los encabezados, obtenemos el arreglo rectangular de
nidmeros siguiente:

250 300 170 200
160 230 75 120
80 85 120 100

Este arreglo es ejemplo de una matriz.

En este ejemplo, es claro que un arreglo rectangular es una forma natural en
la cual almacenar los doce nimeros dados. Cada columna de tres niimeros en el
arreglo se refiere a uno de los productos A, B, C o D; mientras que cada renglén de
cuatro nimeros se aplica a uno de los insumos X, Y o a la mano de obra. Asi, el nu-
mero 75 que estd en el segundo rengldn y la tercera columna da el nimero de uni-
dades de la segunda materia prima (Y) usadas en la produccién semanal del tercer
producto (C). El ntimero 80 en el tercer renglén y la primera columna representa el
nimero de unidades del tercer insumo (mano de obra), que se requieren en la pro-
duccién semanal del primer producto (A), etcétera.

Una gran cantidad de otros conjuntos de datos tabulados forman naturalmen-
te arreglos rectangulares. Veremos después que un buen nimero de cédlculos que
deseariamos realizar con tales datos corresponden a ciertas “operaciones con matri-
ces” que se definen en esta seccion y en las siguientes.

DEFINICION Una matriz es un arreglo rectangular de ndmeros reales, encerrado
en grandes paréntesis rectangulares. Las matrices por lo regular se denotan con le-
tras mayusculas negritas como A, B o C.
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@ 1. ;Cudl es el tamaifio de la
matriz

0 3
A =19 5 |?Dé¢los elementos a,,,
1 7

Gy, A3 Y 3y

Respuesta 3 X 2,a, = 3,a, = 9;
no existe el elemento a,,, a;,, = 7

Algunos ejemplos de matrices aparecen abajo.

4
3 4 5

Az[%_g ZJ B=|7 8 9 1 c=§
5 4 3 ;

D=[12356] E = [3]

Los niimeros reales que forman el arreglo se denominan entradas o elemen-
tos de la matriz. Los elementos en cualquier linea horizontal forman un renglén y
aquellos que se encuentran en cualquier linea vertical forman una columna de la
matriz. Por ejemplo, la matriz B (que esta arriba) tiene tres renglones y cuatro co-
lumnas. Los elementos del primer renglén son 3, 4, 5y 6, y los que pertenecen a la
tercera columna son 5, 9y 3.

Si una matriz tiene m renglones y n columnas, se dice que su tamafio es m X
n (1éase m por n). De las matrices que se acaban de dar, A es una matriz 2 X 3, B
es una matriz 3 X 4 y C es una matriz 4 X 1.

Una matriz de tamafio 1 X n sélo tiene un renglén y una matriz de tamafio
m X 1 sélo tiene una columna. Una matriz que sélo tiene un renglén a menudo se
conoce como matriz renglén o vector renglén. De manera similar, una matriz que
s6lo tiene una columna se denomina matriz columna o vector columna. En los
ejemplos anteriores, D es un vector renglén y C es un vector columna.

Con frecuencia conviene usar una notacién de dobles subindices para los ele-
mentos de una matriz. En esta notacion, por ejemplo, a; denota al elemento de la
matriz A que estd en el i-ésimo renglén y en la j-ésima columna. Asf pues, a,, indi-
ca el elemento localizado en el segundo renglén y en la cuarta columna de A. Si A

es lamatriz2 X 3
12 =3 7
A_[l 0 4]

entonces a,, = 2, a, = —3,a,= .7, a, =1, a,=0ya, .=.4 - 1.
En general, si A es una matriz m X n, podemos escribir lo siguiente:

ay ap a4y T

Gy Gy Gy ... Oy,
A =

aml am2 am3 e amn

La matriz A puede denotarse por [a,] cuando se sobreentiende su tamafio. Si
el tamafo también debe especificarse, escribimos A = [a,],,

Si todos los elementos de la matriz son cero, la llamamos matriz cero y la de-
notamos por 0. Por tanto, el siguiente es un ejemplo de una matriz cero de tamafio
2 X 3:
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@ 2. Escriba —3A.

-3
Respuesta [ 0

0
6

3
—-12

|

Una matriz con el mismo nimero de renglones que de columnas se conoce co-
mo matriz cuadrada. Las siguientes matrices son ejemplos de matrices cuadradas:

1 2 2 1 3
P—[3 4} Q=14 -2 1 R = [2]
3 0 2

DEFINICION Se dice que dos matrices A y B son iguales si
i. son del mismo tamafio y
ii. sus elementos correspondientes son iguales.

Por ejemplo, sean
_12 =x 3 _|la 5 3
S I B (1

Es claro que, A y B son del mismo tamafioy A = Bsiysélosia =2,x =5,y =0
yb=—-1.

Multiplicacién de una matriz por un escalar

La multiplicacién de una matriz por un escalar se refiere a la operacién de multipli-
car la matriz por un nimero real. Si A = [a;] es una matriz m X n'y ¢ es cualquier
ndmero real, el producto cA es una matriz m X n obtenida multiplicando cada ele-
mento de A por la constante c. En otras palabras, cA = [ca,]. Por ejemplo, si

1t 0 -1
A_{o -2 4}

se sigue que

10 1] 20 200 2-n]_[2 o —2]
A 2[0 -2 4] [2«» 2-2) 2(4)] [0 4 8] w2

EJEMPLO 1 Una cadena de tiendas de electrénica tiene dos distribuidores en Sea-
ttle. En mayo las ventas de televisores, videocaseteras y estéreos en los dos almace-
nes estuvieron dados por la siguiente matriz A:

TV Videocaseteras Estéreos
Distribuidor 1 22 34 16 A
Distribuidor 2 | 14 40 20 |~

Si la direccién establece ventas meta para junio de un 50% de aumento sobre las
ventas de mayo, escriba la matriz que representa las ventas proyectadas para junio.

Solucion Cada elemento en la matriz anterior debe aumentarse en 50%, esto es,
multiplicarse por 1.5. Por tanto, la matriz para junio es 1.5A, o bien,

15 22 34 16| _1[33 51 24
T114 40 20 21 60 30
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‘l —
- 3. SiA:[ 3}y

4 =2
5 2
B—[_4 5},eneuentreA-ﬁ-By

2B - A

6 —1
Respuesta A + B = [0 3] y

9 7
2B_A_[—12 12]

@ 4. En el ejemplo 2,
proporcione la matriz que

especifica las entregas minimas que

se requeriran en junio, si se deben
cumplir las ventas meta del
ejemplo 1.

Adicion y sustraccion de matrices

Dos matrices A y B del mismo tamaiio pueden sumarse (o restarse) sumando (o res-
tando) sus elementos correspondientes. En otras palabras, si A = la,]y B= [bi/.] son
dos matrices del mismo tamafo, entonces A + B = la; + bl.j] yA—-B= la; — bi/‘]'
En consecuencia,

2 0 -1 31 2 2+3 0+1 —-1+2
3 4 5/+(2 0 -3|=| 3+2 4+0 5+ (—3)
1 -2 3 3 2 —4 1+3 —2+2 3+ (—4)
51 1
=|5 4 2
4 0 -1
y asimismo

2.0 1| _ (41 =2|_|-2 -1 1| o 3
3 4 5 2 6 1 1 -2 4
EJEMPLO 2 Para la cadena de tiendas del ejemplo 1, el niimero de televisores, vi-

deocaseteras y estéreos en existencia en los dos almacenes al inicio de mayo esta da-
do por la siguiente matriz B:

g |30 30 20
18 32 28

(Los renglones y columnas tienen los mismos significados que en el ejemplo 1. Por
ejemplo, en el almacén 2 estaban 32 videocaseteras en existencia). Durante mayo,
se hicieron entregas a los almacenes de acuerdo con la siguiente matriz C:

_ |20 38 12
C_[IO 48 0]

Determine la matriz que representa el niimero de los tres articulos en existencia al
final de mayo.

Soluciéon Para cada articulo en cada almacén, tenemos

Nuimero al final de mayo = Numero al inicio de mayo + Recibidos — Ventas

De modo que la matriz que queremos estd dada por B + C — Ay es

30 30 20 n 20 38 12| |22 34 16
18 32 28 10 48 O 14 40 20
_130+20—-22 30+38—-34 20+ 12-16
1I8+10—14 32+48—-40 28+ 0-—20

28 34 16
14 40 8
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Respuesta Calculamos la matrizde ~ Por ejemplo, el almacén 1 tenia 28 televisores, 34 videocaseteras y 16 estéreos en

ventas meta (1.5A) menos la matriz  existencia al final de mayo. @ 4
que contiene los nimeros en

existencia al final de mayo: EJEMPLO 3 Dadas
{33 51 24}{28 34 16} s 14 L s
21 60 30 14 40 8 = =
A [2 -3 5} y B [4 5 6]
5 17 8 _ . B
17 20 22 determine la matriz X tal que X + A = 2B.
Solucién Tenemos que X + A = 2B, 0 X = 2B — A.

@ 5. Determine Y tal que X = 2[‘1‘ g 2} — [3 1 4}
Y + B =2A. 2 -3 5

:246_3 14:—132__5
8 10 12 2 =3 5 6 13 7

Resuesta5 03
P 0 —11 4

I  )crCiCIOs 8-1

I. Determine el tamafio de cada matriz. (7-14) Efectue las operaciones indicadas y simplifique.
[1 0 231 7. 8. 1 -2 3
A |2 3} B_;l 2 3] 3[? ﬂ 2[2 1 4}
3 0 2
[ 3 (1 2 3
C =1|1 D=|4 5 6 9.1 2 1 3 n 0 -1 2
| 2 [0 8 7 -1 4 7 1 2 =8
_[3 4 5 [ 2 -
- - -2 5 -3|- 2 -1 —4
0 -1 2 -3 2 1
G =[413] H =[1]
2. Enel ejercicio I, si B = [bU.], encuentre b, b,,, by, b,y b, 11. ’ 1 2 43 -2 3
-1 3 1 0
3. Determine la matriz 2 X 2, A = [aij] para la cual a; = i+
J — 2. [Sugerencia: Con la finalidad de calcular a,;, por 2. | 21 1 =2
ejemplo, hagai =2y j = lenlaférmula:a, =2 +1—-2 3l -1 3|1=2| 2 3
=11 | 4 7 -3 0
4. De la matriz 3 X 2, B = [b,] parala cual b; = 2i + 3j — 4 -
13 1 3 0 -1 2
5. Construya un ejemplo de una matriz 3 X 3, [Ci,-] que satis- 212 -1 0|+3] 3 2 4
fagac;, = —C; | 4 5 6 -1 0 3
6. Determine la matriz 3 X 4, A = [q,] para la cual -
Y 14. |1 0 -3 4 2 -1 2 3
i+ osii#Fj 412 -1 5 1[-5[1 0 -3 4
4% =10 sii=j (3 2 0 -2 3 1 0 -5
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(15-24) Determine los valores de las variables para las cuales

las siguientes ecuaciones matriciales son validas.
15 [x 2] _[1 2
3y 3 4

16.[3 —1] [y+2 2
x 0| | 4 t—1

17.[4 x 3| _[y—-1 2-x 3
-1 2] | 5 z+1 2

18. [x+2 5 y—3}_{3 t+1 2y-5
;7=

4 z—6 4 2 z—1
9.1 -2 «x 1t 6
y 3 41=|5 3 4
| 2 z 3 u 2 v
20. [ x+1 2 3 2x—1 t+1
4 y—-1 5 =| v+1 -3
| u -1 z+2 —4 w—1
2. [x 3 4 1+ -1
2 -1 y|l+]3 4 X
| 1 z -3 u'y 2
[2 7 v+1
=5 w—-2 3
| 0 5 -1
2. [x+1 -2 3 [3 -1 2
4 1 z+2|+2]1 2 =3
-1y 2 (4 -1 0
=|v+1 5
7 0
23. X 1 -1 -2 t
310 —2 31+2 z 1 -1
1 y 2 u 2 v
w—4 1
= 4 2u
-1 x+7
1 x+1 0 u -1 2
24. 2| 0 -2 y—1]1-31 v+2 3
z 1 2 0o -3 1
8 7
=lu-+y -7
4 w+ 11
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-7
w
—v
2u+y
12
2v— 2z
1-7z
t

25.

26.

27.

(Costos de transporte) Una compaiiia tiene plantas en tres
localidades, X, Y y Z, y cuatro bodegas en los lugares A, B,
C y D. El costo (en ddlares) de transportar cada unidad de
su producto de una planta a una bodega estd dado por la si-
guiente matriz.

A X Y Z <«De
l

A 10 12 15

B 13 10 12

C &8 15 6

D 16 9 10

a) Si los costos de transportacién se incrementan unifor-
memente en $1 por unidad, ;cudl es la nueva matriz?

b) Si los costos de transportacién se elevan en un 20%, es-
criba los nuevos costos en forma matricial.

(Costos de suministros) Un contratista calcula que los costos
(en ddlares) de adquirir y transportar unidades determina-
das de concreto, madera y acero desde tres diferentes loca-
lidades estdn dados por las siguientes matrices (una matriz
por cada localidad).

Concreto Madera Acero

20 35 25 | Costos de material
| 8 10 6 | Costos de transportacién
[ 22 36 24 ] Costos de material
| 9 9 8 | Costos de transportacién
[ 18 32 26 | Costos de material
| 11 8 5 | Costos de transportacién

Escriba la matriz que representa los costos totales de mate-
rial y de transportacién por unidades de concreto, madera
y acero desde cada una de las tres localidades.

(Comercio internacional) El comercio entre tres paises I, IT
y III durante 1986 (en millones de délares estadouniden-

ses) estd dado por la matriz A = [aii], en donde a; repre-
senta las exportaciones del pais i al pafs j.

0 16 20
A=117 0 18
21 14 0

El comercio entre estos tres paises durante el afio de 1987
(en millones de ddlares estadounidenses) estd dado por la

matriz B.
0 17 19
B=(18 0 20
24 16 0



28.

29.

a) Escriba una matriz que represente el comercio total en-
tre los tres paises en el periodo de 2 afios, 1986 y 1987.

b) Sien 1986y 1987, 1 ddlar estadounidense equivalia a 5
ddlares de Hong Kong, escriba la matriz que represen-
ta el comercio total durante los 2 afios en ddlares de
Hong Kong.

(Matrices de produccion) Una empresa produce tres tama-
fos de cintas magnetofénicas en dos calidades diferentes.
La produccién (en miles) en su planta de Baja California
estd dada por la siguiente matriz:

Tamaiio 1 Tamafio 2 Tamaifio 3
Calidad 1 27 36 30
Calidad 2 18 26 21

La produccién (en miles) en su planta de Monterrey esta
dada por la siguiente matriz:

Tamaio 1 Tamafio 2 Tamafio 3
Calidad 1 32 40 35
Calidad 2 25 38 30

a) Escriba una matriz que represente la produccién total
de cintas en ambas plantas.

b) El duefio de la empresa planea abrir una tercera planta
en Chihuahua, la cual tendria una vez y media la capa-
cidad de la planta en Baja California. Escriba la matriz
que representa la produccién en la planta de Chihuahua.

¢) (Cudl seria la produccién total de las tres plantas?

(Matrices de produccion) Un fabricante de zapatos los pro-
duce en color negro, blanco y café para nifios, damas y ca-
balleros. La capacidad de produccién (en miles de pares)
en la planta de Sonora estd dada por la siguiente matriz:

30.
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Hombres Mujeres Nifios
Negro 30 34 20
Café 45 20 16
Blanco 14 26 25

La produccioén en la planta de Durango estd dada por

Hombres Mujeres Nifios
Negro 35 30 26
Café 52 25 18
Blanco 23 24 32

a) Determine la representacién matricial de la produccién
total de cada tipo de zapato en ambas plantas.

b) Si la produccién en Sonora se incrementa en un 50%
y la de Durango en 25%, encuentre la matriz que repre-
senta la nueva produccion total de cada tipo de calzado.

(Ecologia) En un ecosistema, ciertas especies proveen de
comida a otras. El elemento C; de la matriz de consumo es
igual al nimero de unidades de la especie j consumidas
diariamente por un individuo de la especie i. Construya la
matriz (C,) para el siguiente ecosistema simple que consis-
te de tres especies.

a) Cada especie consume en promedio 1 unidad de cada
una de las otras especies.

b) Laespecie 1 consume una unidad de la especie 2; la es-
pecie 2 consume 1 unidad de cada una de las especies
1y 3; la especie 3 consume 2 unidades de la especie 1.

¢) Laespecie 1 consume 2 unidades de la especie 3; la es-
pecie 2 consume 1 unidad de la especie 1; la especie 3
no consume de ninguna de las otras especies.

Suponga que una empresa fabrica un producto usando diferentes cantidades de tres
insumos P, Q y R (materias primas o mano de obra, por ejemplo). Sea el nimero de
unidades de estos insumos usados por cada unidad del producto dado por la siguiente

matriz renglén:

PQ R
A=1[3 2 4]

Sea entonces el costo por unidad de estos insumos dado por la siguiente matriz co-

lumna:
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@ 6.Dadas A = [3 4]

B=[-1 4 2]

c-[ 2] »-

evalie AC y BD

Respuesta AC = 7,

10] P
B=| 8|Q
61R

Por consiguiente, el costo de los tres insumos por unidad de producto se obtiene su-
mando los costos de 3 unidades de P a un costo de 10 cada una, 2 unidades de Q a
8 cada una y 4 unidades de R a 6 cada una:

3:10+2-84+4-6=30+16+24="70

Nos referiremos a este nimero como el producto de la matriz renglén A y la matriz
columna B, denotado por AB. Observe que al formar AB, se multiplican los pri-
meros elementos de A y de B, los segundos elementos se multiplican a la vez, se ha-
ce lo mismo con los terceros elementos y luego se suman estos tres productos. Este
método de formar productos se aplica a matrices renglén y columna de cualquier
tamafio.

DEFINICION Sea C una matriz renglén 1 X n 'y D una matriz columna n X 1. El
producto CD se obtiene calculando los productos de elementos correspondientes en
C y D y después encontrando la suma de estos n productos.

EJEMPLO 1 Dadas las matrices siguientes:

K=1[2 5] L=[1 -2 -3 2]

2

_ -3 _| 3
m-| 3 N
4

se sigue que
KM=2(-3)+52)=-6+10=4
y asimismo
IN=12)+ (-2)5+ (=3)(—-3)+24)=9 =® 6
Observaciones 1. La matriz renglén siempre se escribe a la izquierda y la ma-
triz columna a la derecha en tales productos (por ejemplo, KM, no MK).

2. Las matrices renglén y columna deben tener el mismo nimero de elementos.
En el ejemplo 1, los productos LM y KN no estan definidos.

El método de formar productos puede extenderse a matrices en general. Con-
sideremos el ejemplo siguiente. Suponga que una empresa fabrica dos productos, I
y I, usando diferentes cantidades de las tres materias primas P, Q y R. Sean las uni-
dades de materias primas usadas en los productos dadas por la matriz siguiente:
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P QR
A= 3 2 4 Producto I
2 51 Producto II

Suponga que la empresa produce estos dos productos en dos plantas, X y Y. Sean
los costos de las materias primas (por unidad) en las dos localidades X y Y dados
por la matriz B.

X Y

10 12 P
B=| 8 7 Q
6 5 R

El costo total de materias primas por cada unidad del articulo I producido en
la localidad X es

3(10) + 2(8) + 4(6) = 30 + 16 + 24 = 70

Esto se obtiene multiplicando los elementos del primer renglén en A por los corres-
pondientes elementos de la primera columna de B y sumando los productos resul-
tantes.

De manera similar, el costo total de las materias primas por cada unidad del
articulo I producido en la planta Y se obtiene multiplicando los elementos del pri-
mer renglén de A por los elementos de la segunda columna de B y sumandolos.

312) + 2(7) + 4(5) =36 + 14 + 20 =70
El costo total de materias primas por cada unidad del producto II elaborada en
la planta X se obtiene multiplicando los elementos del segundo renglén de A por los
elementos de la primera columna de B.

2(10) + 5(8) + 1(6) = 20 + 40 + 6 = 66

Por ltimo, el costo total de materias primas por unidad del producto II elaborada
en la localidad Y es

2012) + 5(7) + 1(5) =24 + 35+ 5 = 64

Los costos totales de materias primas para los dos productos elaborados en las
plantas X y Y pueden disponerse en la forma matricial:

XY
C= 70 70| Producto I
66 64| Producto II

Decimos que la matriz C es igual al producto AB de las matrices originales A
y B. Esto se escribe como AB = C o, sin abreviar,

324121327070
2 5 1 66 64

6 5
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@ 7. Dadas A =

¥

-3
-2

B= [g], encuentre AB.

Respuesta AB = [

-13
)

]

E

Obsérvese que al formar la matriz producto C, cada renglén de A se multiplica por
cada columna de B, de la misma manera que una matriz renglén se multiplica
por una matriz columna. Por ejemplo, el elemento c,, se obtiene multiplicando el se-
gundo renglén de A por la primera columna de B:

¢, = 2(10) + 5(8) + 1(6) = 66

En general, si C = AB, entonces el elemento ¢y de la matriz producto C se
obtiene multiplicando el i-ésimo renglon de A por la j-ésima columna de B.

Al formar el producto de dos matrices, cada renglén de la primera matriz se
multiplica sucesivamente por cada columna de la segunda matriz. Nétese que tales
productos pueden formarse sélo si los renglones de la primera matriz tienen el mis-
mo ndmero de elementos que las columnas de la segunda matriz. En otras palabras,
el producto AB de dos matrices solo puede formarse si el niimero de columnas de
A es igual al niimero de renglones de B. Esto es, si A es una matrizm X ny B es
una matriz g X p, entonces el producto AB estd definido sé6lo si n = gq.

DEFINICION Si A = [q,] es una matrizm X ny B = [b,] es una matriz n X p, el
producto AB es una matrizm X p C = [c;], en donde el ij-ésimo elemento c;se ob-
tiene multiplicando el i-ésimo renglén de A por la j-ésima columna de B. @ 7

EJEMPLO 2 Sean

2 3 301 0]
A= B =
[4 1] Y [2 -3 4

Calcule AB y BA si existen.

Solucion Aqui A es2 X 2y Bes 2 X 3. Dado que el nimero de columnas de A
es igual al nimero de renglones de B, el producto AB esta definido. Su tamaiio es
2 X 3. Si C = AB, podemos escribir C de la siguiente manera:

El elemento ¢; se determina multiplicando el i-ésimo rengl6n de A por la j-ésima
columna de B. Por ejemplo, para obtener el elemento del primer renglén y segun-
da columna, esto es, C;» SUMamos los productos de los elementos del primer ren-
glén de A y los elementos de la segunda columna de B.

Renglén 1 de A Columna 2 de B Producto

2 1 2
3 -3 -9

Suma =7 = ¢,
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1

@ 8. SiA=[4

B=1_4 5

Respuesta AB = [
13 -9
BA = [16 2]

-3
-2

17
28

E

—13
2

[ > 2], determine AB y BA.

E

En consecuencia, en detalle,

23] 3 10

AB_[4 1} [2 -3 4]
_ [2(3) +32) 2(1) +3(=3) 2(0) + 3(4)}
43) + 1(2) 4(1) + 1(=3) 4(0) + 1(4)

_ [12 ~7 12]
14 1 4
En este caso, el producto BA rno esta definido porque el nimero de columnas de B

no es igual al nimero de renglones de A. @ 8

EJEMPLO 3 Dadas

—_— W N
OSIN S
N = N
I

calcule AB y BA.

Solucién Aqui, A y B son de tamafio 3 X 3. En consecuencia, tanto AB como BA
estan definidas y ambas tienen tamafio 3 X 3. Tenemos las siguientes igualdades:

[1 2 3] -2 1 2
AB=|4 5 6 3 2 1
(2 1 4 1 3 2

[ 1(=2) + 23) + 3(1)  1(1) + 22) + 33) 1(2) + 2(1) + 3(2)
=1 4(=2) + 53) + 6(1) 4(1) + 52) + 6(3) 4(2) + 5(1) + 6(2)
[ 2(=2) + 13) + 4(1) 2(1) + 12) + 4(3) 2(2) + 1(1) + 4(2)

[ 7 14 10
=113 32 25
3 16 13

[ 2 1 2][1 2 3
BA=] 3 2 1|4 5 6
L 1 3 21dL2 1 4

_—2(1) +14) +22) —-22)+15) +2(1) —23) + 1(6) +2(4)
= 3() +24) + 1(2) 3(2) +2(5) + 1(1) 3(3) + 2(6) + 1(4)
L I(1) +34) +2(2) 1(2) + 3(5) + 2(1) 1(3) + 3(6) + 2(4)

[ 6 3 8
=113 17 25

L 17 19 29

es claro que AB # BA, a pesar de que ambos productos estan definidos.
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@ 9. Verifique la ley asociativa
para

A=[3 4] B=[2 _1}

SE

Respuesta
ABC) =[3 4] [

12]
19]— 112

(AB)C = [18 —11][_;]: 112

De este ejemplo es claro que la multiplicacién de matrices no es conmutativa.
Aun cuando los dos productos AB y BA estén definidos para matrices A y B dadas,
por lo regular no son iguales. (Por otra parte, la suma de matrices es conmutativa: A
+ B =B + A). Sin embargo, el producto de matrices satisface la propiedad asocia-
tiva:

Si A, By C son tres matrices de tamafios m X n, n X py p X g, respectiva-
mente, entonces todos los productos AB, BC, (AB)C y A(BC) estan definidos. Se
demuestra la propiedad siguiente:

(AB)C = ABO) Ley asociativa

En tales productos, podemos por tanto omitir los paréntesis y s6lo escribir ABC. La
matriz producto ABC es de tamafiom X q. @ 9

SiA = [aij] es una matriz cuadrada, entonces los elementos a; para los cuales
i = j (esto es, los elementos a,,, a,, a,,, €tc.) se denominan elementos de la diago-
nal de la matriz.

Una matriz cuadrada se llama matriz identidad si todos los elementos de su
diagonal son iguales a 1 y todos los elementos que no estdn en la diagonal son igua-
les a cero. Las siguientes matrices son matrices identidad de tamafio 2 X 2y 3 X 3,

respectivamente,
1 0 0
R
0 0 1

Por lo comtn, la matriz identidad se denota por I cuando su tamafio se entien-
de sin ambigitiedad.

EJEMPLO 4 Sea
_|la b
a=[t ]
Calcule AI e IA, en donde I denota a la matriz identidad.
Solucién Tanto el producto AI como el IA estdn definidos si A e I son matrices

cuadradas del mismo tamafio. Puesto que A es una matriz 2 X 2, la matriz identi-
dad I también debe ser de tamafio 2 X 2; esto es,

110
<o 1]
Asfi pues

AI:[a b}[l O}:{a(l)—kb(O) a(0)+b(1)]:[a b]:A
c dl|lo 1 c(1) + d(0) ¢(0) + d(1) c d

De manera similar,

w=[o V1% 4]

Il
>

<
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@ 10. Si A es una matrizm X n
y 0, es la matriz cero de tamafio

k X k, evalie 0,A 'y A0, y en cada
caso proporcione el tamafo.

Respuesta Ambas son la matriz
cero de tamafio m X n.

Por consiguiente, AI = IA = A.

Advertimos en este ejemplo que al multiplicar cualquier matriz 2 X 2 por la
matriz identidad, aquélla no se altera. Es fécil darse cuenta de que este resultado es
vélido para matrices cuadradas de cualquier tamafio. En otras palabras, I se compor-
ta de la misma manera en la multiplicacién de matrices que el ntimero 1 en la mul-
tiplicacién de nimeros reales. Esto justifica el nombre de matriz identidad para 1.
Si A es una matriz cuadrada de cualquier tamafio, entonces siempre se cumple que

Al=TA =A

Si A es una matriz cuadrada de tamafio n X n, podemos multiplicarla consi-
go misma. El producto resultante AA se denota por medio de A2, es de tamafio n X
n. Multiplicando nuevamente por A, obtenemos AAA, que se denota con A3 y otra
vez es de tamafio n X n. Continuamos multiplicando por A y, en consecuencia,
definimos A%, A3, etcétera. Obsérvese que A%, A3, ... estdn definidas sélo si A es una
matriz cuadrada.

Observacion El producto de dos matrices puede ser la matriz cero 0 a pesar
de que ninguna de las matrices sea la matriz cero. Por ejemplo, si

|1 0 _10 0
w=lo o] vmel o)
es facil ver que AB = 0 aun cuando A # 0y B # 0. @ 10
Usando la idea de multiplicacién de matrices, los sistemas de ecuaciones li-

neales pueden escribirse en la forma de ecuaciones matriciales. Por ejemplo, consi-
dere el sistema

2 —3y=1
4x +y =21

que consta de dos ecuaciones lineales simultdneas en las variables x y y. Tenemos
el siguiente producto de matrices:

H MR g

Pero de las ecuaciones simultdneas dadas, tenemos la igualdad siguiente:

)]

B _ﬂ [i] B [21]

Si definimos matrices A, B y X como
2 =3 X 7
A= X = B =
[4 1]’ M Y [21]
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@ 11. Exprese los sistemas en la
forma AX = B.
a)x—4y=2,2x+6x=5

by 3x+y—2z=1

4y —z=2,x+3z=4

Respuesta a) [; _2] B]=[§]

-3 1 -2 x 1
nl 04 -1 y]|=]2
1 0 31lL¢ 4

entonces, esta ecuacidén matricial puede escribirse como
AX =B

Observe que las matrices A y B tienen elementos cuyos valores son nimeros
dados. La matriz X contiene las cantidades desconocidas x y y. La matriz columna
X por lo regular se conoce como vector de variables, A se denomina matriz de
coeficientes y B se llama vector de valores.

Definiendo matrices adecuadas A, B y X, cualquier sistema de ecuaciones li-
neales puede expresarse como una ecuacién matricial.

EJEMPLO 5 Exprese el sistema de ecuaciones siguiente en forma matricial:

2x + 3y + 4z =17
4y =2 + 5z
3z—=2x+6=0
Solucién En primer término disponemos las ecuaciones de modo que los términos

constantes aparezcan del lado derecho y las variables x, y y z estén alineadas en co-
lumnas en el lado izquierdo.

2x + 3y +4z= 7
Ox+4y —5z= 2
—2x+0y+3z=-6

Obsérvese que los términos faltantes se escriben como Ox y Oy en la segunda y ter-
cera ecuaciones. Si definimos

23 4 X 7
A= 0 4 -5 X={(y|l vy B=]| 2
-2 0 3 z -6

el sistema dado puede escribirse en la forma AX = B. De nuevo, A y B son matri-
ces de nimeros conocidos y X es la matriz cuyos elementos son las variables des-
conocidas. @ 11

Supongamos ahora que se nos da un sistema general de m ecuaciones lineales
en n variables. Denotamos las variables por x, x,,... x,, y supongamos que el siste-
ma adopta la forma siguiente.

ax, +ax,+ ... +ax =b
ax, +ayx, + ... +a,x, =b,
ayx, +aux, + ... +ax, = b,

ax +tax,+ ... +a,x =b,

mn n

Aqui los coeficientes a; son nimeros dados, en donde a; es el coeficiente de x; en la
i-€sima ecuacion, y b,, b,, ..., b, son los lados derechos conocidos de las ecuaciones.

330 CAPITULO 8 ALGEBRA DE MATRICES



Definimos la matriz A m X n cuyos elementos son los coeficientes de X
x; A= [al,j].

Note que la primera columna de A contiene todos los coeficientes de x,, la se-
gunda contiene todos los coeficientes de x,, etc. Sea X el vector columna integrado
por las n variables x, x,,..., x, y B el vector columna formado por las m constan-
tes a la derecha de las ecuaciones. Por consiguiente,

Xy en

X b,

X b,

b

x=["| y B=|"
xﬂ bﬂl

Ahora consideremos el producto AX. Este producto estd definido porque el
nimero de columnas de A es igual al nimero de renglones de X. Tenemos

a, ap ap X,
Gy Ay a,, X,
a a a X
31 32 3n
AX = .
am 1 amZ ot amn -xn
apX, +toapx, +... +ax b,
ayx, + apx, +. .. + ayx b2
ayx, + apx, +. .. + a.x, b, B
aml'xl + amZ'xZ +.o.00 amnxn bm

en donde usamos las ecuaciones (1). Asi que el sistema de ecuaciones (1) es otra vez
equivalente a la sola ecuacion matricial AX = B.

I jcrCicios 8-2

(1-6) Si A esunamatriz3 X 4, Bes4 X 3,Ces2 X3yDes (7-18) Efectie las operaciones indicadas y simplifique.

4 X 5, calcule los tamafios de los siguientes productos de ma- - 4 8 0 2

trices. ‘2 3] {5} 2 0 11]1 -1
1. AB 2. BA 30
3. CA 4. AD

%13 o 11% 0. 1 =24,
2 4 of? 34
5. CAD 6. CBA 6 5 6
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1 1o 21T 3 -2 Calcule A2 — By (A — B)(A + B) y muestre que A% —
. 2 —

0 2 —1 2 1] B>#(A—-B)(A+B)

L -2 1 L -1 3 (23-24) Dadas

_ - _|p 1 _|r -1
2 -1 o[t o 2 A[q *l]yB[z ‘1]

1 3210 21
L4 0 -31L2 1 O Determine p y g para que:
23. (A + B)? = A2 + B?

13. f ; ; ; 14. [214} ; (1)(2)‘1‘ 24. (A + B) (A — B) = A2 — B?

L 4 5 6ll3 536 0 21 3 *(25-28) Determine la matriz A que hace verdadera cada ecua-

cién matricial.

_ *
5.0 2 3][ ; 2]{ 3 —1] ZS‘Aﬁ (1)]:[5 3
-2 1
45 6]l o 3 ]
#26.[1 0 2 7
2 -1 0fla=|0
0 1 3

w610 202 -1y, | 0
02 —1fft 0 ] -
31 oldlo 3 -

- *27.

17.r 4 1 —2+f]3 © -4 2 i 1 0 1
_3 2 1} 1 0|+ 31 .
i ) 3 2 3 28.A[1 2] :[7 10}

3 4 15 22
18.
2 ! 1 -2 2 0
0 2 ([ ] + 3[ ]) (29-34) Exprese los sistemas de ecuaciones lineales siguientes
2 -1 1 2 ..
3 -1 en forma matricial.
19. Calcule A? + 2A — 31 para 29. 2x + 3y =17 30. 3x -2y =4
x+4y=5 4x + 5y =17
A [1 2 ] y y
23 3l x+2y+3z=8 32. 2x— y=3
20. Determine A% — 5A + 2I para 2x— y+4z=13 3y +4z=7
3y —2z=5 5z+x=9
1 0 0
A=10 2 1 33.2x+ y - u=0
0 0 3
3y +2z+4u =5
21. Dadas

x—2y+4z + u =12

1 2 2 -1
A= B=
[3 4] y [—3 —2] 34, 2x, — 3x, + 4x, = 5
a) Encuentre (A + B)? 3+ 5y - x4 =7
x, + X, = x, + 2x,
b) Encuentre A2 + 2AB + B?

35. Para la matriz A dada a continuacion, encuentre una matriz
2 X 2 no cero B tal que AB sea una matriz cero. (Existe
22. Dadas mads de una respuesta).

e[l b

¢) (Es (A + B)> = A? + 2AB + B??
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36.

D¢ un ejemplo de dos matrices no cero A y B de tamafios
diferentes tales que el producto AB estd definido y es una
matriz cero. (Hay muchas respuestas posibles).

(37-40) Determine la matriz A" para un entero positivo gene-
ral n, en donde A es como aparece abajo.

37.

*39.

41.

42,

43.

44.

1o _[o 1
N
010
A:[ll (j} 40.A=|10 0
2 2 00 1

(Valoracion de inventarios) Un comerciante de televisores
a color tiene cinco televisores de 26 pulgadas, ocho de 20,
cuatro televisores de 18 pulgadas y diez de 12. Los televi-
sores de 26 pulgadas se venden en $650 cada uno, los de
20 en $550 cada uno, los televisores de 18 pulgadas en
$500 cada uno y los de 12 se venden en $300 cada uno. Ex-
prese el precio de venta total de su existencia de televiso-
res como el producto de dos matrices.

(Costos de materias primas) Una empresa usa cuatro dife-
rentes materias primas M;, M,, M, y M, en la elaboracién
de su producto. El nimero de unidades de M,, M,, M, y M,
usadas por unidad del producto son 4, 3, 2 y 5, respectiva-
mente. El costo por unidad de las cuatro materias primas es
de $5, $7, $6 y $3, respectivamente. Exprese el costo total de
las materias primas por unidad del producto como el pro-
ducto de dos matrices.

(Costos de materias primas) Una empresa utiliza tres tipos
de materias primas M;, M, y M, en la elaboracién de dos
productos P, y P,. El nimero de unidades de M|, M, y M,
usados por cada unidad de P, son 3, 2 y 4, respectivamen-
te, y por cada unidad de P, son 4, 1 y 3, respectivamente.
Suponga que la empresa produce 20 unidades de P, y 30
unidades de P, a la semana. Exprese las respuestas a las
preguntas siguientes como productos de matrices.

a) (Cudl es el consumo semanal de las materias primas?

b) Si los costos por unidad (en ddlares) para M,, M, y M,
son 6, 10 y 12, respectivamente, ¢cudles son los costos
de las materias primas por unidad de P, y P,?

¢) (Cudl es la cantidad total gastada en materias primas a
la semana en la produccién de P, y P,?

(Costos de suministros) Un contratista puede adquirir las
cantidades requeridas de madera, ladrillos, concreto, vidrio
y pintura de cualesquiera tres proveedores. Los precios que

45.

46.

cada proveedor fija a cada unidad de estos cinco materia-
les estdn dados en la matriz A.

8§ 57 2 4
A=19 4 5 2 5

956 15
En esta matriz, cada renglén se refiere a un proveedor y las
columnas a los materiales, en el orden listado arriba. El
contratista tiene la politica de adquirir todos los materiales
requeridos en cualquier obra particular al mismo provee-
dor para de minimizar los costos de transportacién. Hay
tres obras en construccién actualmente: la obra I requiere
20 unidades de madera, 4 de ladrillos, 5 de concreto, 3 de
vidrio y 3 de pintura; la obra II requiere 15, 0, 8, 8 y 2 uni-
dades, respectivamente; y la obra III requiere 30, 10, 20, 10
y 12 unidades, respectivamente. Disponga esta informa-
cioén en una matriz B 5 X 3 y forme la matriz producto AB.
Interprete los elementos de este producto y uselos con el
propodsito de decidir cudl proveedor deberfa usar en cada
obra.

(Teoria de grdficas) Una gréfica consiste en un nimero de
puntos llamados vértices, algunos de los cuales estdn co-
nectados por lineas (llamadas aristas). A continuacién se
dan dos ejemplos de gréficas con cuatro y cinco vértices.

a) 2 by ! 2
3
1
5 4
b
4
Si los vértices se numeran como 1, 2, 3,..., definimos la

matriz A poniendo a; = 1 si hay una arista uniendo los vér-
tices iy jy a; = 0 sino lo hay. Construya A para cada una
de las gréficas dadas anteriormente. Construya A2 en cada
caso. Muestre que el elemento ij en A2 da el nimero de tra-
yectorias del vértice i al vértice j que pasan exactamente a
través de algtn otro vértice. ;Qué piensa que significan los
elementos de A3?

(Aplicacion de la teoria de grdficas) La grafica mostrada
representa la conexién de lineas telefénicas entre cuatro
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pueblos. Sea g; la linea telefGnica que conecta el pueblo i
con el pueblo j. Construya la matriz A = (a;). Evalde A’y
pruebe que el elemento ij de esa matriz representa el nime-
ro de lineas telefénicas entre el pueblo i y el pueblo j que
pasa exactamente a través de un pueblo intermedio. ;Qué re-
presentan los elementos de A + A??

8-3 SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
POR REDUCCION DE RENGLONES

En la seccién 4-4, estudiamos cdmo los sistemas de ecuaciones lineales aparecen en
ciertas dreas de la administracién y la economia. En esa seccidn, resolvimos siste-
mas que constaban de dos ecuaciones lineales en dos incégnitas. Desarrollaremos
ahora un método de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales que puede utili-
zarse sin importar el nimero de ecuaciones de que se componga el sistema. Ilustra-
remos los principios del método resolviendo el siguiente sistema simple de dos
ecuaciones.

2x + 3y =3

x—2y=5 M

Si intercambiamos las dos ecuaciones (la razén de esto se hara evidente después),
obtenemos el siguiente sistema equivalente:

x—2y=35

2x+3y =3 2)

Si multiplicamos la primera de estas dos ecuaciones por —2, obtenemos —2x + 4y =
—10; sumamos esta ecuacion a la segunda del sistema (2) y simplificamos.

2x + 3y + (—2x + 4y) =3 + (—10)
Ox + 7y = =7

Asi pues, el sistema (2) se transforma en

x—2y=5

Ox +7y = =7 ©)

Multiplicamos ambos lados de la segunda ecuacién por %, lo cual da el sistema equi-

valente
x—2y=35
- _ “4)
Ox +y=-1
De la segunda ecuacién del sistema (4), tenemos que y = —1. Por consiguiente,
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2y = —2. Sumando esto a la primera ecuacién del sistema (4), tenemos el siguiente
sistema:

x+0y=3
Y §)
Ox +y=-—1
Por tanto, x = 3y y = —1 y hemos resuelto el sistema dado de ecuaciones.

En el método anterior, efectuamos operaciones especificas en las ecuaciones
originales del sistema (1), transformandolas en aquéllas del sistema (5), del cual los
valores de las incégnitas x y y pueden verse directamente. Con cada operacion, el
sistema se transforma en uno equivalente al original. Las operaciones consisten de
los tipos bdsicos siguientes:

1. Intercambio de dos ecuaciones.
2. Multiplicacién o divisién de una ecuacién por una constante distinta de cero.

3. Adicion (o sustraccién) de un multiplo constante de una ecuacion a (o de) otra
ecuacion.

Si respetamos las posiciones de las diversas variables y de los signos de igual-
dad, un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse como una matriz con las va-
riables omitidas. Por ejemplo, el sistema (1) anterior,

2x+3y =3

x—2y=35
puede abreviarse como

2 3 ‘ 3

1 -215

Este arreglo de nimeros se denomina la matriz aumentada del sistema dado. N6-
tese que al escribir esta matriz aumentada, hemos dispuesto los elementos de la ma-
triz de coeficientes a la izquierda de la linea vertical y los elementos del vector de
valores (esto es, las constantes de los lados derechos de las ecuaciones) a la derecha
de esta linea vertical. Por consiguiente, si el sistema de ecuaciones considerado en
forma matricial es AX = B, la matriz aumentada puede denotarse por A | B. La ma-
triz aumentada es simplemente una manera de escribir el sistema de ecuaciones sin
arrastrar las variables todo el tiempo.

EJEMPLO 1 Para las variables x, y, z y ¢, en ese orden, la matriz aumentada

2 -1 3 4 5
1 3 -2 0 7
—4 0 5 11 -3

corresponde al sistema lineal siguiente:
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@ 12. Escriba la matriz 2x— y+3z+4r= 5
aumentada para cada uno de los x4 3y — 2z = 7 @& 12
sistemas: i

- + 52+ t=—
@x—4dy=2,2c+6y=5 4x et 1=-3
by =3x+y—2z=14—z=2,
x+3z=4

Ya que cada rengldn de la matriz aumentada corresponde a una ecuacion en el
sistema lineal, las tres operaciones listadas antes corresponden a las siguientes tres
operaciones entre renglones de la matriz aumentada:

1. Intercambio de dos renglones.
2. Multiplicacién o divisién de un renglén por una constante distinta de cero.

3. Adicioén (o sustraccién) de un mdltiplo constante de un renglén a (o de) otro
renglén.

Tlustraremos el uso de las operaciones entre renglones en una matriz aumentada en
la resolucion del siguiente sistema:

3x —2y=4
x+3y=5

La matriz aumentada en este caso es
3 - ‘ 4
1 315

A fin de aclarar la aplicacién de estas operaciones, resolveremos el sistema operan-
do sobre las ecuaciones, a la vez que las operaciones correspondientes en la matriz

aumentada.
SISTEMA MATRIZ AUMENTADA
3x—2y=4 3 -2 ‘ 4
x+3y=5 1 315

Intercambiando la primera y segun-

. Intercambiando la primera y segun-
da ecuaciones:

da ecuaciones:
x+3y=5 1 315
3x —2y=4 [3 —2‘4}
Sumando —3 veces la primera ecua-

- Sumando —3 veces el primer ren-
cion a la segunda:

glén al segundo:
x+ 3y= 5 1 3 5
Ox — 11y = —11 0 —11 | —11

1 —41]2
Respuesta a) [2 ‘ ] Dividimos el segundo renglén entre

615 Dividimos ambos lados de la segun- 11
Hl-3 1 =211 da ecuacion entre —11:
0 4 —-1]2 x+3y=5 [1 3‘5]
10 314 Ox+ y=1 0 11
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@ 13. Escriba la matriz aumenta-
da para el sistema

2x + 3y =4, —3x + 5y = 13.
Obtenga el resultado de las opera-
ciones por renglén 1R, seguida por
R, + 3R,. D€ las restantes opera-
ciones que completan la reduccién.

1

Respuesta [
2R

1g‘2 13
=3 5|13 ] r+3r [0 &

%R, seguida por R, —3 R,. La
solucionesx = —1,y = 2

2 3 4]
-3 5|13

2
19

Restamos tres veces la segunda Restamos tres veces el segundo

ecuacion de la primera: renglén del primero:
x+0y=2 1 02
ox+ y=1 0 1]1

La solucién es, por tanto, x = 2y y = 1. Observe que los valores de x y y estdn da-
dos por los elementos de la dltima columna de la matriz aumentada final.

La tltima matriz aumentada de la cual leemos la solucién es de la forma I|C,
en donde I es la matriz identidad y C es cierto vector columna. Asi, a fin de obtener
la solucién de un sistema dado AX = B, escribimos en primer término la matriz au-
mentada A|B y usamos las operaciones entre renglones para cambiarla a la formal
I|C. Esto no siempre es posible;* sin embargo, si lo logramos, la solucién de las
variables estd dada en los elementos de la dltima columna C. La forma final de la
matriz I|C que da las soluciones a un sistema se llama la matriz reducida. Este mé-
todo de resolucion de sistemas lineales se denomina el método de reduccién de
renglones.

Antes de explicar cémo seleccionar el orden de las operaciones entre renglo-
nes con la finalidad de obtener la matriz reducida a partir de la matriz aumentada
original, presentamos alguna notacidn para evitar repetir largas expresiones. Usare-
mos el simbolo R, para el p-ésimo renglon de la matriz aumentada. Por ello, R,
denota al primer rengldn, R, al segundo, etc. Cuando decimos “aplique R, — 2R,”,
esto significa “restar dos veces el primer renglén del segundo renglén”, mientras
que la operacién R, + 4R, consiste en sumar cuatro veces el segundo renglén al ter-
ceroy R, + R, significa sumar el tercer renglén al segundo (no el segundo renglén
al tercero). De manera similar, la operacion 2R, significa multiplicar el tercer ren-
gl6n de la matriz aumentada por 2 y —3R, significa multiplicar el primer renglén por
—+. Por iltimo, la notacién R, <> R, significa la operacién de intercambiar el pri-
mero y tercero renglones. Usaremos la notacidn siguiente.

R, —2R

matriz A 1 5% matrizB

la cual significa que la matriz B se obtiene aplicando la operacién R, — 2R, (esto
es, la sustraccion de dos veces el segundo renglén del primer renglén) sobre la ma-

trizA. @ 13

Estamos ahora en posicién de explicar en detalle el método de reduccién de
renglones. Lo haremos por medio de un ejemplo.

EJEMPLO 2 Use el método de reduccion de renglones para resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales.

2x — 3y +4z= 13
x+ y+2z= 4
3x+5y— z=—4

* Véase la seccion 8.4.
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Solucion La matriz aumentada de este sistema es

2 -3 41 13
1 1 2 4
3 5 —-1] -4

Nuestro propdsito es aplicar operaciones entre renglones a esta matriz hasta
que obtengamos su forma reducida, esto es, hasta que las tres primeras columnas
formen una matriz identidad. Por lo general, el mejor método es tratar las colum-
nas una por una, cambiando los elementos de la diagonal principal a 1 y haciendo
que los demds elementos de las columnas sean cero. En la primera columna de nuestra
matriz, el primer elemento es 2. Con el objetivo de que este elemento se transforme
en 1, podriamos dividir R, entre 2 o, alternativamente, intercambiar R, y R,. Si apli-
camos %Rl, de inmediato introducimos fracciones, mientras que si intercambiamos
R, y R, (esto es, aplicamos R, <> R,), nos evitamos las fracciones (o por lo menos al
principio). Por consiguiente, es preferible aplicar R, <> R, y obtener

1 1 2] 4
2 -3 4| 13
3 5 —-1] -4

Ya que obtuvimos un elemento diagonal de 1 en la primera columna, usamos
el primer renglén para transformar los demds elementos de la primera columna a ce-
ro. Primero, la operacién R, — 2R, coloca un cero en el segundo elemento:

1 1 2 4 1 1 21 4
2-2(1) -3-21) 4-212)|13-24)|=|0 -5 o 5
3 5 -1 —4 3 5 —-1| -4
Entonces, la operacién R, — 3R, hace cero al tercer elemento:
1 1 2 4 1 1 2 4
0 =5 0 5 =10 -5 0 5
3-3(1) 5-31) —-1-32) 1 -4-34 0 2 —-71]-16

Hemos reducido la primera columna a la forma requerida (esto es, a la prime-
ra columna de la matriz identidad). Ahora resolvemos sobre la segunda columna. En
esta columna, debemos tener 1 en el segundo renglén y cero en el primero y tercer
renglones. Mientras logramos este propdsito, debemos tener cuidado en no modificar
la primera columna. (Esto significa, por ejemplo, que no podemos sumar 6 veces el
primer renglén al segundo, porque esto modificaria los elementos de la primera
columna.) Hay muchas maneras de colocar un 1 en el segundo elemento de la se-
gunda columna. Por ejemplo, podemos aplicar —%Rz 0 R, + 3R,. La aplicacion de
—%RQ es mds simple en este caso; nos lleva a la siguiente matriz:

11 2 4

0 1 0 -1
0 2 —-71-—-16
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@ 14. Es buena idea sustituir su
solucion en cada una de las ecua-
ciones del sistema original, para

verificar que sea correcta. Intente

esto con la solucién del ejemplo 2.

Usemos ahora el segundo renglon para hacer que los otros dos elementos de
la segunda columna sean cero. La operaciéon R, — R, hace cero el primer
elemento y luego la operacion R, — 2R, hace cero el tercer elemento. Podemos
realizar estas dos operaciones de manera simultdnea:

1-0 1-1 2-0 4 — (-1 10 2 5
0 1 0 -1 =lo1 o] -1
0-20) 2-2(1) —7-20) | —16—2(—1) 00 —7]-14

Obsérvese que estas operaciones no han modificado la primera columna. Asi pues,
también reducimos la segunda columna a la forma requerida, con 1 sobre la diago-
nal principal y O en los demads lugares.

Por ultimo, resolvemos sobre la tercera columna. Debemos transformar el ter-
cer elemento de esta columna a 1; esto puede realizarse aplicando —%RS, lo cual nos
lleva a

1 0 2 5
01 0] -1
0 0 1 2
En la tercera columna, los elementos del primero y segundo renglones también de-

ben ser cero. Ya tenemos un cero en el segundo renglén. Con la finalidad de obte-
ner un cero en el primer renglén, aplicamos la operacion R, — 2R,. Esto da

1 0 2—-2(1) 5-22) 10 0] 1
01 0 —1 =10 1 0) -1
0 0 1 2 0 0 1 2

Por consiguiente, hemos logrado nuestro propdsito, esto es, hemos transfor-
mado las primeras tres columnas de la matriz aumentada del sistema a una matriz
identidad. La matriz final representa al sistema

x+0y+0z= 1 x= 1
Ox + 1y + 0z

-1 o y=-1
Ox + 0y + 1z

I
)
N

Il
)

del cual la solucién requerida puede advertirse de inmediato. @ 14

A la luz del ejemplo anterior, podemos resumir los pasos requeridos en la
transformacion de la matriz aumentada a su forma reducida de la siguiente manera.*
Cada paso se efecttia por medio de una o varias de las operaciones entre renglones
dadas antes.

*El procedimiento no siempre funciona y debemos modificarlo en ciertos casos. (Véase la seccién 8-4.)
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@ 15. Utilice el procedimiento
de reduccién por renglones para
resolver los siguientes sistemas:
a)2x —4y+2=0.
—x+3y=3

byg+3r=1,

2p —5r=1,2p+2¢g+3r=1

Respuesta a) x = 3,y = 2
byp=-2qg=4r=-1

Paso 1 Realizamos operaciones entre renglones con el objetivo de obtener
un elemento superior igual a 1 en la primera columna.

Paso 2 Sumamos o restamos los miltiplos apropiados del primer renglén a
los otros renglones, de modo que los elementos restantes de la primera columna
sean cero.

Paso 3 Sin alterar la primera columna, usamos operaciones entre renglones
con el propdsito de hacer el segundo elemento de la segunda columna igual a 1.
Después sumamos o restamos multiples adecuados del segundo renglén a los
otros con el propdsito de obtener ceros en el resto de la segunda columna.

Paso 4 Sin alterar las primeras dos columnas, hacemos que el tercer ele-
mento de la tercera columna sea igual a 1. Luego usamos el tercer renglén con
la finalidad de obtener ceros en el resto de la tercera columna.

Paso 5 Continuamos el proceso columna por columna hasta que se obtenga
la forma reducida; esto es, hasta que la matriz adopte la forma I | C, con una ma-
triz identidad I a la izquierda de la linea vertical. Las soluciones de las variables
estan dadas, entonces, por los elementos de la dltima columna, C. @ 15

EJEMPLO 3 (Punto de equilibrio del mercado) Dos productos A y B compiten.
Las demandas x, y x, de estos productos estdn relacionadas con sus precios P,y P,
por las ecuaciones de demanda

x,=17—2P,+3P, 'y x,=20—3P,+1P,
Las ecuaciones de la oferta son
— 1 _ 1 1
PA—2+)CA+§)CB y PB_2+7XB+ZXA
que dan los precios a los cuales las cantidades x, y x, estardn disponibles en el mer-
cado. En el punto de equilibrio del mercado, las cuatro ecuaciones deben satisfacer-
se (dado que la demanda y la oferta deben ser iguales). Calcule los valores de equi-

librio de x,, x,, P,y Py

Solucion Reacomodando las cuatro ecuaciones, obtenemos el siguiente sistema:

X, +2P, — 1P, = 17

X, — 3P, +3P,= 20
xA-i-%xB—PA = -2
%xA + %xB —Py=-2

Note que las variables en cada ecuacién se pusieron en el orden x,, x,, P, y P,.La
matriz aumentada es la siguiente:

1o 2 —1|17
01 -+ 3|20
1 -1 0|-2

|—
N[— W=
o
|
—
|
\S]
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Para la primera columna aplicamos las operaciones R, — R, y R, — %Rl para
obtener ceros debajo de la primera entrada. El resultado es

10 2 1| 17
01 -+ 3] 20
0+ -3 1]-19
0 3 —3 —F| %

10 2 -1 17
01 -+ 3 20
00 % — | -%
00 —y —% | -9

Antes de reducir la matriz ain mds, observemos que el intercambio de los renglo-
nes tercero y cuarto nos ayuda a evitar fracciones complicadas, ya que en la tercera
columna tendriamos —7 en vez de —+. Asi que realizando este intercambio y mul-
tiplicando el R, por —4 tenemos las siguientes matrices:

10 2 —3| 17 [R— 2R 1 00 —-¥ |-113
1 2
o1 -1 3|20 Rz*;’*z 010 3 105
00 1 Bles|kfeR g0 1 1w 65
00 —¢g —3|~% 000 3 | 3
100 —2| —113
31 105
%& 010 v =
— |oo 1 ¥ 65
000 1 6
39 —
R‘*jl& 100 0] 4
R==3R 1o 10016
R=5R o 01 0] 8
—
000 1|6

La solucién para el punto de equilibrio del mercado es, por tanto, x, = 4, x, = 6,
P,=8yP,=06.

I cjcrCicios 83

(1-14) En los problemas siguientes, resuelva el sistema dado (si 5. x+ yt+ z=6 6. x+2y—z=-3
la solucidn existe) usando el método de reduccién de renglones. 2x— y+3z2=9 3y+4z= 5
L 2x+3y=7 2. x+2y=1 —x+t2y+ =6 Zx—y+3= 9
3x— y=5 3y+2x=3 7.3x, +2x,+ x;,= 6
3. u+3dv=1 4. 3p+29 =5 20— x =4
2u— v=9 p—3¢+2=0 xnt oy —-2xy= 5
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

2u — 3v + 4w =13
ut+tv +w =6

—Bu+2v+w+1=0
p—q+tr=-—1

3p —2r = -7

r+ 4q = 10

b=3—a

c=4—a—>b

3a+2b+c=8

x+2y+ z— t= 0
y—2z+2t=13
2x+4y— z+2t=19
y— z—3t= 0
p—g—r= 4

g—r—s=-5
r—s—p=-8
pt+t2q+t2r+s=-5

x+y+z =1
2x + 3y - w=3
—Xx +2z+3w=3
2y — z+ w=5
x+tx,+x+ x,= 2
X, =X, +x,+ 2, = —4
2+ x—x+ x,= 1
-x tx,+tx— x,= 4
Encuentre x, y y z tales que

x1 2 —1]1—-y[2 -1 3]
+z[3 -2 1]1=09 -1 -=2]
Determine a, b y c tales que

a2 3 —1]1+b[1 2 3]+l 0 2]=[3 7 3]

(17-24) Utilice el método de reduccién de renglones para resol-
ver los siguientes problemas.

17.

18.

19.

(Punto de equilibrio del mercado) La ecuacion de deman-
da de cierto producto es p + 2x = 25 y la ecuacién de la
ofertaes p — 3x = 5, en donde p es el precio y x es la can-
tidad demandada o suministrada, segtn el caso. Calcule los
valores de x y p en el punto de equilibrio del mercado.

(Punto de equilibrio del mercado) Las ecuaciones de la de-
manda y la oferta de cierto articulo son 3p + 5x = 200 y
7p — 3x = 56, respectivamente. Determine los valores de
xy p en el punto de equilibrio del mercado.

(Punto de equilibrio del mercado) Si se impone un impues-
to sobre las ventas de 11% en cada articulo del ejercicio
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20.

21.

22.

23.

24.

18, calcule los nuevos valores de la cantidad x y del precio
P, pagado por los consumidores. (Véase la seccién 4-5).

(Utilidades del fabricante) El costo en ddlares de producir
x articulos a la semana de cierto producto estd dado por
C = 3x + 500. Si los articulos se venden a $5 cada uno,
(cudntos deberd producir a fin de lograr una utilidad sema-
nal igual a $300 més el 10% de los costos de produccién?

(Asignacion de maquinaria) Una empresa produce tres
productos, A, B y C, los que procesa en tres mdquinas. El
tiempo (en horas) requerido para procesar una unidad de
cada producto por las tres maquinas estd dado enseguida.

A B C
Miquinal | 3 | 2
Miéquinall | | 2 4
MiaquinaIll | 5 |

Se dispone de la maquina I por 850 horas, de la maquina IT
por 1200 horas y de la maquina III por 550 horas. ;Cudntas
unidades de cada producto deberian producirse con el obje-
tivo de emplear todo el tiempo disponible de las maquinas?

(Carga aérea) Una compaiiia de carga transportd tres tipos
de flete en su transporte aéreo ligero. El espacio requerido
por cada unidad de los tres tipos de carga eran de 5, 2 y 4
pies cubicos, respectivamente. Cada unidad de los tres ti-
pos de carga pes6 2, 3 y 1 kilogramos, repectivamente;
mientras que los valores unitarios de los tres tipos de car-
ga fueron $10, $40 y $60, respectivamente. Determine el
nimero de unidades de cada tipo de carga transportada si
el valor total de la carga fue de $13,500, ocup6 1050 pies
cubicos de espacio y pesé 550 kilogramos.

(Inversiones) Una persona invirtié un total de $20,000 en
tres inversiones al 6, 8 y 10%. El ingreso anual total fue de
$1624 y el ingreso de la inversién del 10% fue dos veces el
ingreso de la inversién al 6%. ;De cudnto fue cada inver-
sién?

Un contratista dispone de 5000 horas-hombre de mano de
obra para tres proyectos. Los costos por hora-hombre de los
tres proyectos son de $8, $10 y $12, respectivamente, y el
costo total es de $53,000. Si el ndmero de horas-hombre
para el tercer proyecto es igual a la suma de las horas-hom-
bre requeridas por los primeros dos proyectos, calcule el
ntiimero de horas-hombre de que puede disponerse en cada
proyecto.

(25-26) Resuelva los siguientes problemas por reduccién de
renglones y comente las soluciones.

25.

26.

Las ecuaciones de demanda y oferta de cierto articulo son
2p + x =5y 3p — 2x = 11, respectivamente.

En el ejercicio 21, suponga que se dispone de las maquinas
I, I y III por 1200, 900 y 1100 horas, respectivamente.



B 8-4 SISTEMAS SINGULARES

@ 16. Demuestre que el sistema
x—4y+3z=4,
“3x+2y—z=-1,

—x — 6y + 5z = 7 tiene un nimero
infinito de soluciones. Exprese
axyyen términos de z.

— 1 2 — 4 11
Respuesta x = 5z — 5,y =52 — 4

Todos los sistemas de ecuaciones lineales que resolvimos en la tltima seccion te-
nian soluciones tnicas. Existen sistemas de ecuaciones que tienen mds de una solu-
cion y otros sistemas que no tienen ninguna. Se dice que tales sistemas son singu-
lares. Consideremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Resuelva este sistema:

x+ y— z=
3x—2y+4z= 9
9% — y+ 5z=30

Solucion Reducimos la matriz aumentada de este sistema de la siguiente manera:

1 1 -1 41 R-3R [1 1 —1 4
3 -2 4 9 | B=9% |0 -5 71 -3
_

9 -1 5 |30 0 —10 14| -6

_ip 1 1 -1 4 R - R, 1 0 % %
ERe N ) 1 _% % R, + 10R, 0 1 _% %
0 —10 14| -6 00 01O

Hasta ahora hemos obtenido las primeras dos columnas en la forma deseada. Sin
embargo, al mismo tiempo el tercer renglén sélo tiene ceros, de modo que no pode-
mos obtener un 1 en el tercer elemento de la tercera columna sin alterar la primera
y segunda columnas. Asi que no podemos continuar el proceso de reduccién entre
renglones ain mas.

La matriz que obtuvimos corresponde a las siguientes ecuaciones:

~

x+%z=

(D

w|w u“

7, —
i

La tercera ecuacién es Ox + Oy + 0z = 0, 0 0 = 0, que es valida para todos los va-
lores de x, y y z por lo que podemos ignorarla. Advertimos, por consiguiente, que el
sistema dado de tres ecuaciones del sistema (1) puede resolverse para x y y en tér-
minos de z.

x=2-2=1(017-2
y=1+L =13+ 2)

W
[N

La variable z es arbitraria y puede tomar cualquier valor. Por ejemplo, si z = 1, en-
toncesx=%(17 —2)=3yy= %(3 +7)=2.Asipues,x =3, y=2yz=1les
una solucién. Cambiando los valores de z, obtenemos valores diferentes de x y y del
sistema (2) y, por consiguiente, distintas soluciones del sistema dado. Por ello, el
sistema tiene un ndmero infinito de soluciones. La forma general de la solucién es
x = %(17 —27),y = %(3 + 7z2), z, en donde z es arbitraria. « 16
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La solucién del ejemplo 1 es s6lo una forma de la solucién general. Podemos,
en realidad, resolver para cualesquiera dos de las variables en términos de la tercera.
Por ejemplo, si deseamos resolver para x y z en términos de y, reducimos la matriz
a una forma que contenga una matriz identidad de segundo orden en las columnas
correspondientes a X y z.

El ejemplo 2 ilustra una situacién diferente en que puede ocurrir un nimero
infinito de soluciones.

EJEMPLO 2 Resuelva el sistema siguiente de cuatro ecuaciones:

x— y+ z— t=5
2x—=2y+ z+3t=2
—x+ y+2z+ t=4

3x—3y+ z+3t=3

Solucion La matriz aumentada de este sistema es

1 -1 1 -1 5 r—ok [1 -1 1 -1 5
2 -2 1 3 2 R, +R, 0 0 -1 5 -8
—1 1 2 1 4 R4_3R1 0 0 3 0 9
3 -3 1 3 37 o o0 -2 6 12

En esta etapa, observemos que la segunda columna sélo contiene ceros deba-
jo del primer renglén. Asi que, es imposible obtener un 1 en la segunda posicién de
esa columna sin alterar los ceros de la primera columna. En esta clase de situacion,
lo que debemos hacer es olvidarnos de la segunda columna y pasar a la tercera. La
sucesion de operaciones entre renglones (—1)R, seguida por R, — R, R, — 3R,y R,
+ 2R, da la matriz en la siguiente forma:

1 =1 1-1 —1-(=5) 5-8 1 =10 41 =3
o 0 | s q o0 -s 8
0 0 3-31) 0-3(-5) 9 —3(8) 0 00 15 =I5
0 0 —2+21) 6+2(—=5 | —12+2@8) 0 00 -4 4

Al descartar la segunda columna, hemos reducido la tercera columna a la forma

que la segunda columna normalmente tendria (esto es, un 1 en el segundo elemento

y ceros en los demds lugares). Aplicando {5R;, obtenemos ahora

1 -1 0 4 | =3 |R=-48 [1 -1 0 0 1
0 01 -5 8 iiiﬁs 0O 01 0 3
0 00 1 -1 "™ o o0 0 1 -1
0 0 0 —4 4 0 00 0 0
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@ 17. Demuestre que el sistema
2x — 4y + 3z =4,
—x+2y—z=-—1

x — 2y + 2z = 3 tiene un nimero
infinito de soluciones. Proporcione
la forma de la solucién.

Respuesta z = 2, x = 2y — 1,
y es arbitraria.

@ 18. Reduzca la matriz
aumentada del sistema

2x —4y +3z=4
—3x+2y—2z=0

S5x —6y+4z=73

y de aqui demuestre que el sistema
es inconsistente.

Respuesta La forma reducida es

1o -1 | -1
01 = | =

0 0 0 -1

Al igual que en el ejemplo 1, obtuvimos un renglén completo con ceros en la
matriz, que corresponde a la ecuacidn trivial 0 = 0. Los otros tres renglones corres-
ponden a las ecuaciones

x—y=1, z=3 y t=-1

Asi pues, observamos que en este caso ciertas variables (z y f) tienen valores

definidos, mientras que las otras (x y y) no. Otra vez el nimero de soluciones es in-

finito, puesto que podemos permitir que y tome cualquier valor; x estd dada enton-
cesporx =y + 1. @ 17

Existen sistemas que no tienen ninguna solucion.
EJEMPLO 3 Resuelva el siguiente sistema:

x+ y+2z= 9
3x — 2y +7z=20
2x + 7y + 3z =27

Soluciéon Reducimos la matriz aumentada del sistema de la siguiente manera:

1 1 2 9|R,—-3R |1 1 2 9
3 -2 7 20| R,—2R |0 =5 1] =7
2 7 3 |27 o5 —1 9

o[t 2 9] rR-& [1 0 L&

SR _1 7 1 7

5210 1 5 5 R,—=5R, |0 1 -3 5

0 5 -1 97 "lo 0o o 2

Las primeras dos columnas estdn en la forma deseada de una matriz identidad. Sin
embargo, no pudimos poner un 1 en la tercera columna y tercer rengldn sin alterar
aquellas dos columnas, de modo que la reduccién no puede continuarse atin mas.
Examinamos la ecuacién representada por el tercer renglon.

Ox+0y+0z=2, o 0=2
Es claro que esta ecuacion es absurda. Asi que, el sistema no tiene ninguna solucion,

esto es, no existen valores de x, y y z que satisfagan las tres ecuaciones del sistema.
@ 18

En general, un sistema no tendrd ninguna solucion si se obtiene un renglon en
que todos los elementos sean cero excepto el ultimo.

Hemos visto tres posibilidades para la solucién de un sistema. Puede tener una
solucién Unica, un nimero infinito de soluciones o ninguna solucién. Se dice que un
sistema es consistente si tiene al menos una solucion, o que es inconsistente si no
tiene ninguna. El sistema del ejemplo 3 es inconsistente; pero los ejemplos 1y 2 (asi
como todos los ejemplos de la seccién 8-3) son sistemas consistentes.
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@ 19. En la prueba de unicidad,
la posibilidad que k& > n no estd
incluida. ;Puede ver por qué esto
nunca puede suceder?
(Sugerencia: Vea la propiedad 3
de la forma reducida).

@ 20. ;Los sistemas siguientes
son consistentes? Si es asf, jla
solucién es tnica?
a)x—2y:4,y:%x+2
byx—4y+3z=4,
—x+2y—z=-2,y—z=—1
c)2x—y+3z— 4w =4,
—x—z+2w=0,

x+ 2y —2w= -3,
—2x—y—2z+4w=—1

Respuesta a) Inconsistente;

b) consistente, un nimero infinito
de soluciones; ¢) consistente, un
nimero infinito de soluciones.

Es claro por los ejemplos de esta seccidn que el procedimiento de reduccién por ren-
glones esbozado en la seccion 8-3 no es lo bastante general para cubrir todos los ca-
s0s. No siempre podemos reducir la matriz aumentada a la forma I|C. M4s general-
mente, podemos reducirla a una forma que posea las siguientes propiedades:

1. El primer elemento distinto de cero en cada renglén es 1.
2. En la columna en que un primer 1 aparece, todos los demds elementos son 0.

3. El primer elemento distinto de cero en cualquier renglon estd a la derecha del
primer elemento distinto de cero de cada renglén anterior.

4. Cualesquiera renglones que consten por completo de ceros estdn por debajo
de los renglones que tienen elementos distintos de cero.

La matriz aumentada de cualquier sistema lineal puede reducirse por medio
de las operaciones entre renglones a una forma que satisfaga estas condiciones. (El
nimero de ecuaciones puede ser mayor o menor que el nimero de variables). Con
la forma reducida final, es facil examinar la consistencia y unicidad de la solucién.

PRUEBA DE CONSISTENCIA Si la forma reducida final contiene un renglén en
el cual sdlo la dltima entrada es distinta de cero, entonces el sistema es inconsisten-
te. De otra manera, es consistente.

PRUEBA DE UNICIDAD Supongamos que el sistema es consistente. En la forma
reducida final, sea k el nimero de renglones en los cuales hay entradas distintas de
cero (k se llama el rango por renglén de la matriz de coeficientes A). Sea n el nime-
ro de variables. Entonces:

Si k = n el sistema tiene sélo una solucion.

Si k < n el sistema tiene un ndmero infinito de soluciones. @ 19, 20

Estas pruebas son muy féciles de aplicar una vez obtenida la forma reducida.

Si en un sistema el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de varia-
bles, el sistema siempre tendrd mas de una solucién, con tal de que no sea inconsis-
tente. Usaremos el método de los ejemplos 1 y 2 anteriores, y trataremos de obtener
una matriz identidad en las columnas correspondientes a algunas de las variables.
Esto nos da la solucién de las variables correspondientes en términos de las otras. El
ejemplo 4 ilustra lo anterior.

EJEMPLO 4 Resuelva el sistema siguiente:

3x =2y + 4z + 3w = -2
x+3y—3z+2w= 12

346 CAPITULO 8 ALGEBRA DE MATRICES




Solucién La matriz aumentada es

3 -2 41 ‘ -2

1 1 =3 2 12
Puesto que sélo hay dos ecuaciones en este caso, podemos obtener una matriz iden-
tidad de tamafio a lo mds 2 X 2. Supongamos que deseamos resolver paray y w en
términos de las variables restantes x y z. Asi pues, debemos obtener una matriz iden-

tidad en las dos columnas correspondientes a y y a w (esto es, las columnas segun-
day cuarta). Aplicando R, <> R,,

11—32‘12Rz+2R111—32‘12
3 -2 4 1 -2 15 0 -2 5 22

Asi, hemos obtenido la columna de y, como se requeria. Ahora debemos cambiar los
elementos de la columna de w para obtener cero en la parte superior y 1 en la infe-
rior. Con el propdsito de obtener 1 en R, aplicamos %Rz.

[1 1 -3 2 ‘12] R, - 2R, [—1 1 =0 %}
2 22
50 =5 1 [ % L1o 21 |2

En consecuencia, tenemos una matriz identidad en las columnas que corresponden
ayy aw, como lo planeamos. El sistema representado por la matriz final es

—x+ y—Hz+0w=

) —
ol iz

x+0y— 22+ w=

Después de despejar y y w, tenemos las siguientes ecuaciones:
y = %6 +x + I?IZ
w=%2-x+ %z

Por consiguiente, logramos expresar a y y w en términos de las otras variables, x y z.

EJEMPLO 5 El sistema
2x — 3y + 4z= 17
6x — 9y + 12z =22

contiene dos ecuaciones con tres variables. Se deja como un ejercicio verificar que
este sistema sea inconsistente. (Si el proceso de reduccién de renglones se efectia
ahora, se encontrard que el segundo renglén se reduce a ceros, con excepcion del ul-
timo elemento).

L EEREREY

(1-18) Determine las soluciones de los sistemas siguientes, si

éstas existen.

1.

x+ y+ z=5
—x+ y+3z=1
x+2y+3z=28

2.

x+ vy =3
2x+ y+ z=4
2x+2y—2z=5

3. x+ y+ z= 3
—x— y+ z=-1

3x +3y+4z= 8

S55.u—v+2w=5

4. 6x — Sy +62=17
2x+ y+6z=5
2x— y+3z=3

6. x+y+z=4
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du + u+ 3w =15
Su—2v+ 7w =31

3x— y+2z=-3
dx—2y+ z= 3

7.2x+ y— z= 2 8. at+ b—2c= 3
3x+2y+ 4z= 8 2a +3b+ ¢c=13
Sx +4y + 14z =20 Ta + 9b — 4¢ = 35

9. x +2y—3z—t= 210.
2x+4y+ z—t= 1
3x+6y+2z+t=-7
x+2y+ z+t= 6

11. u+ v— w= 4 12. 3x+2y+ z= 10
B3u— v+ 2w=—1 2x— y+3z= 9
2u+3vt+ w= 7 x+ y—2z=-3

u+2v+3w= 2 2x + 3y +4z= 20

13. x+ y—2z=-3 14. X+ 22— x= 2
2x +3y+ z= 10 3, + x, +4x, =17
—x+2y+3z= 9 —2x, + 3x, + 5x, =19
3x+ y— z= 4 x+ x+2x=09
x—2y— z= 2 4y — x, + x;= 4

15.2x— y+3z= 9 16 u— 2v+ w=7
3y —6x — 9z =12 Su — 10v + 5w = 36

17. x+ y— z= 2 18. 2x + y—3z=10
2x — 3yt 4z = 3x+2y+ z=11

I
|
w

pt2g— r+2s=6
—2p+ qg+2r+35=6
3p+5¢—3r+ s=0
pt2g— r+ s=2

19.

20.

21.

22.

(Asignacion de recursos) Una pequefia compaiiia construc-
tora ofrece tres tipos de casas. El primer tipo de casa re-
quiere 3 unidades de concreto, 2 unidades de madera para
canceleria y 5 unidades de madera para estructuras. Los ti-
pos segundo y tercero requieren 2, 3, 5 y 4, 2, 6 unidades,
respectivamente, de concreto, madera para canceleria y
madera para estructuras. Si cada mes la compaiiia dispone
de 150 unidades de concreto, 100 unidades de madera pa-
ra canceleria y 250 unidades de madera para estructuras,
calcule el nimero de diferentes tipos de casas que la com-
paiifa podra construir al mes si usa todos los materiales de
que dispone.

(Decisiones sobre produccion) Una empresa elabora tres
productos, A, B y C, los cuales deben procesarse por tres mé-
quinas, I, II y III. Una unidad de A requiere 3, 1 y 8 horas
de procesamiento en las maquinas; mientras que 1 unidad de
B requiere 2, 3, 3 y una unidad de C necesita 2, 4 y 2 ho-
ras en las maquinas. Se dispone de las maquinas I, IT y III
por 800, 1200 y 1300 horas, respectivamente. ;Cudntas
unidades de cada producto pueden elaborarse usando todo
el tiempo disponible en las mdquinas?

Repita el ejercicio 19 si el nimero de unidades de concre-
to, madera para canceleria y madera para estructuras son
100, 80 y 200, respectivamente.

En el ejercicio 20, ;cudntas unidades de A, B y C pueden
producirse si se dispone de las maquinas por 900, 1200 y
1500 horas, respectivamente?

B R:rASO DEL CAPITULO 8

8.3 Matriz aumentada. Operaciones por renglon.

Términos, simbolos y conceptos importantes

8.1 Matriz; elementos (o entradas) de una matriz, renglén o co-

lumna de una matriz.

Tamafio de una matriz, matriz (o vector) renglén, matriz (o

vector) columna.
Matriz cero. Matriz cuadrada.
Igualdad de dos matrices.

Multiplicacién de una matriz por un nimero real (multipli-

cacion por un escalar).
Suma de dos matrices del mismo tamano.

8.2 Producto de una matriz renglén y una matriz columna.

Multiplicacién de dos matrices, condicién para que el pro-

ducto exista.

Elementos de la diagonal de una matriz. Matrices iden-

tidad.

Sistemas de ecuaciones: vector variable, matriz de coefi-

cientes, vector de valores.

348 CAPITULO 8 ALGEBRA DE MATRICES

Meétodo de reduccion por renglén. Forma reducida.

8.4 Sistema singular. Forma general reducida.

Sistemas consistente e inconsistente.
Prueba de la consistencia. Prueba de unicidad.

Formulas

Si P es una matriz renglén 1 X n 'y Q una matriz columna n X
1, entonces, el producto PQ es un nimero real igual a la suma
de los n productos de los correspondientes elementos de Py Q.

Si C = AB, entonces el elemento ij de la matriz producto C se
obtiene mediante la multiplicacion del renglon i-ésimo de A

por la j-ésima columna de B.

Si I es la matriz identidad del tamafio apropiado, AI = A e
IA = A.

Sistema de ecuaciones lineales: AX = B.
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1. Establezca la veracidad o falsedad de cada una de las si-
guientes proposiciones. Cada enunciado falso cambielo
por una proposicién verdadera correspondiente.

a) El siguiente arreglo de nimeros

0

SO O O =
S O O = O
S = = O O
— N O O N

S O =D

representa una matriz

b) Si A, By C son matrices del mismo tamafio, entonces
A+B)+C=A+B+COC).

b
¢) SiA=]a, a]yB= [b]] entonces AB esta bien defi-
nido. 2

d) SiA = [a, a,] yB = [b, b,] entonces AB estd bien de-
finido.

e) Si tanto AB como BA estan definidas, entonces AB =
BA.

H Si AB = 0, entonces A o B es una matriz cero.
g) SiA + B = 0, entonces A = —B.

h) Si en un sistema de ecuaciones lineales, el nimero de
ecuaciones es igual al nimero de variables, entonces el
sistema tiene una solucién tnica.

i) La suma de matrices es conmutativa, es decir, si Ay B
son matrices del mismo tamafo, entonces A + B = B
+ A

J) Si un sistema de ecuaciones lineales consiste en mas
ecuaciones que variables, entonces tiene un nimero in-
finito de soluciones.

k) Un sistema de ecuaciones lineales consistente siempre
tiene una solucién.

2. Proporcione un ejemplo de dos matrices, A y B, ambas de
2 X 2, distintas de la matriz cero y tales que AB = 0. (La
respuesta no es tnica).

(3-10) Dadas las matrices siguientes, efectie las operaciones
que se indican. En caso de que no sea posible realizar la opera-
ci6n indique la razén de ello.

S B B C

1 -1 1-1 0 0 —1-3
D=| -2 E=|-1 2 3 |F=| 2 -4 6
0-5 0 6-—7 4 -7 9

9.
10.

3
4
5.
6.
7

. 2A — 3B
. E

—2F + DC

CE + F)

. CD + AB — 3B
. (=3E + F)D
*8,

C[(E — F)D] — A — B)
EC
D[(E — F)D] — A — B)

(11-20) Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones matri-

ciales.

11. x[1 —1] +y[2 3] =[5 5]

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

=

1 -2 3 X =2
2 5 y 10
8 —6 17 Z 5
1 1 1 X 1
-3 4 5 y =2
6 -1 2 z 9
3 2-1 0
-6 6 5 X -3
4 4 7 y 3
2 -1 —1 z 3

2 3 3
—1[+y] 1L |+z|1|[=]0
| 0 2 4
1 =2 =5]+y[0 6 —8]+z[3 —1 4]=[14 —26 30]
[ 1 —4 26
2 -2y 3|=|-14
| 3 =5 36

B AR
sl ls]-[ 7]

-2 3 5 x | 11]
1 -6 0[]y 9
o0 3 s51LzJL 17

(21-25) En cada una de los ejercicios siguientes, determine una
matriz X tal que se satisfaga la ecuacién dada. Las matrices A, B,
C,D, E y F son las que se definieron para los problemas 3 al 10.
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*21.

#22
#23
#24
#25

26.

27.

28.

29.

30.

AX =C
XA =D
AX =B
EX=D
FX=C
SiM = [ 7? 7; ] muestre que A? es la matriz identidad.

Proporcione un ejemplo de dos matrices, My N, de 2 X 2
tales que MN = I, pero que ninguna de ellas sea igual a la
matriz identidad, I. (La respuesta no es unica).

(Matriz de inventarios) Carolina lleva el control del niime-
ro de rosas en un pequeflo invernadero. Las tiene clasifica-
das en dos tamarfios, grandes y chicas. El inventario, al ini-
cio de una semana, estd dado por la matriz S. La primera
columna representa el nimero de rosas rojas, la segunda
blancas y la tercera las de color amarillo.

1 [ 90 100 75 ]Grandes
55 95 70 | Chicas
Si las ventas de esa semana fueron
e [ 60 8O 50 ]Grandes
55 67 60 | Chicas
Escriba el inventario al término de esa semana.
(Matriz de produccion) La fabrica de zapatos “Dura Siem-
pre” produce tres tipos de zapato: para nifio, para dama y

para caballero. La produccion, en cientos de pares al mes,
en su planta de Ledn, es

Tipo
Nifio Dama Caballero
Café 70 60 70
Negro 80 60 90

Mientras que en su planta de Guanajuato la produccién
mensual es

Tipo
Nifio Dama Caballero
Café 20 30 90
Negro 50 60 110

a) (Cuadl es la prodccion total mensual en las dos plantas?

b) Si la produccion en la planta de Leén aumenté 20% y
en la de Guanajuato se reduce en 10%, (cudl serd aho-
ra la produccién total en las dos plantas?

(Matriz de produccion) Una empresa produce chocolate de
dos tipos, amargo y dulce; los empaca en tres tamafios dis-
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*31.

tintos. La produccién, en miles de unidades, en su planta
de Costa Rica estd dada por

Pequefio Mediano Grande

Amargo 20 16 32

Dulce 35 42 58

Mientras que en su planta de Guatemala la produccioén,
también en miles, esta dada por

Pequefio Mediano Grande
Amargo 24 32 43
Dulce 47 54 72

a) Escriba la matriz que represente la produccién total de
ambas plantas.

b) Si la produccién en la planta de Costa Rica aumentd
20% y en la de Guatemala aumenté 10%, ;cudl serd
ahora la produccion total en las dos plantas?

(Matrices de costo y de venta) Dulce Maria estd encargada
de la produccién de salsa de tomate en una empresa que se
elabora en tres presentaciones distintas, y se requieren de
cuatro ingredientes principales que por simplicidad les lla-
maremos I, II, III y IV. La siguiente tabla resume las uni-
dades de cada ingrediente para la elaboracién de 100 bote-
llas de cada presentacion de salsa de tomate.

I I I v
Econdémica 1 2 2 1
Normal 2 3 2 2
Stper 2 4 3 4

El precio, en délares, de cada unidad de ingrediente estd
dado por la siguiente matriz

30
P=| 15
10
12
a) Si Dulce Maria denota con R la matriz de requerimien-
tos, ¢(qué representa RP? Calcule RP.

b) Si se recibe un pedido de 5000 botellas de salsa de to-
mate Econémica, 4500 botellas en presentacién Nor-
mal y 3000 botellas Stper, ;cudl es el costo total en in-
gredientes? Escriba el costo en términos de matrices.

¢) El precio de venta de cada botella es 40% mads que el
costo de los cuatro ingredientes utilizados en su elabo-
racion. ;Cudl es el precio de venta, redondeado al cen-
tavo mds cercano, de cada tipo de botella? Escriba el
precio en términos de matrices.



*32.

33.

Daniela es la gerente de una compaiifa que vende cuatro
modelos de impresoras en tres tiendas distintas. El inven-
tario en la tienda i del modelo j estd dado por el elemento
¢; de la matriz

16 10 15 20
C= 0 15 18 17
20 26 32 14

Los precios, en ddlares, a los que compra Daniela y a los
que se vende al publico cada impresora de modelo i esta re-
presentado por p,; y p,,, Tespectivamente, de la matriz

170 239.99
P=| 225 289.99
375 519.99
585 729.99

a) Determine CP.
b) {Qué representa CP?

(Costo de adquisiciones) Daniel estd encargado de un tor-
neo de tenis de mesa en su escuela, por lo que compro 4 re-
des, 10 raquetas y 5 paquetes de pelotas. Si las redes tienen
un costo de 10 ddlares, cada raqueta un costo de 4 y 12 ca-
da paquete de pelotas, utilice la multiplicacién de matrices
para representar la cantidad total que Daniel gasté en la
compra de estos articulos.

34.

35.

(Costo de adquisiciones) Una empresa debe amueblar sus
dos oficinas. Para una debe comprar 20 sillas, 5 escritorios
y 3 computadoras; para la segunda debe comprar 15 sillas,
3 escritorios y 2 computadoras. Si las sillas tienen un cos-
to de $120 cada una, los escritorios $500 y cada computa-
dora tiene un costo de $650, exprese las cantidades totales
gastadas en cada una de las oficinas en términos de produc-
to de matrices.

(Ingresos por la renta de automoviles) Una empresa de
renta de automdviles concentr6 en la siguiente tabla el nd-
mero de rentas de sus tres tipos de automéviles durante los
dltimos 4 meses.

Mes
Ene Feb Mar Abr
50 75 60 70 | Sedin
65 80 50 75 | Mediano
40 55 45 40 | Vagoneta

Con la tabla anterior defina una matriz A de 3 X 4 que re-
presente la informacién dada y si P = [100 120 150]
denota la matriz, determine la matriz PA e interprete el sig-
nificado de cada uno de sus elementos.
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CASO DE ESTUDIO

LOS NINOS Y LAS NINAS EXPLORADORES

Después de leer este capitulo, es claro que el problema
de la venta de chocolates se puede plantear de manera
clara y natural utilizando la notacién matricial. Defini-
mos cada una de las matrices siguientes:

615 9
10 10 10 . . .
C-= 1310 7/ la matriz del ntimero de cajas

512 13

de cada quien. El primer renglén corresponde a Mang, el
segundo a Carolina, el tercero a Dulce y el cuarto a Ben-
jamin.

50
P= (30), vector columna del precio por caja.
40

4
V= (3 ), precio de venta por pieza de chocolate
3

de cada tipo.

Para calcular las ganancias de cada quien y res-
ponder a la pregunta de quién obtuvo la mayor ganan-
cia, calculamos

ganancia = ingreso obtenido — inversion.

En términos de matrices, tenemos:

1110
_ | 1200 |. . .,
CP = 1230 | inversion de cada uno.

1130
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Por cada caja con 20 chocolates de cada tipo se
obtiene un ingreso de:

4 80
20V=20{ 3 |=160
3 60

por lo que el ingreso total que obtuvo cada quien esta da-

do por:
615 9 30 1920
_ (101010 _ | 1200
CEM=11310 7 (28) ~ | 1230

51213 1130

Asi, las utilidades de cada uno son:

1920 1110 810
__ | 2000 1200 | _ [ 800
CQoV) - CP = 2060 | | 1230 ] | 830
1900 1130 770
Por tanto,

i) La que obtuvo la mayor ganancia el primer
afio fue Dulce, a quien le corresponde el tercer
renglén del dltimo vector que se calcul6.

ii) La menor inversion se puede ver del vector CP,
fue $1110 y corresponde a Mang.

iii) Para responder esta parte, tenemos que repro-
ducir el trabajo anterior, pero con los vectores:

50 55
Para el segundo afio, P, = 1.10P = 1.10 | 30 | ={ 33

40 44

ya que los precios se incrementaron en 10%.



Por tanto, para el segundo afio:

1920 1221 699

| 2000 1320 | _ | 680
CROVI=CP, =1 2060 | | 1353 | = | 707
1900 1243 657

asi pues, la que nuevamente obtuvo la mayor ganancia
fue Dulce, y el que invirtié6 menos fue Mang.

65
Para el tercer afio, P, = (45 ), que corresponde a
40
los precios dados para el tercer afio.
Con lo que,
1920 1425 495
_ | 2000 1500 | _ [ 500
CROVI=CP, =1 2060 | ~| 1575 | = | 485
1900 1385 515

Ahora, el que invirtié menos y gané més fue Benjamin.

Observacion: Factorizando la matriz C, se puede
hacer el célculo asi: C(20V — P), que implica hacer me-
nos operaciones.

Ahora suponga que las cajas que comprd y vendid
cada nifio estdn dadas por las matrices siguientes:

1

566 46 8 068
1052 753 | 855
C=l 2123)C"41210YG=| 5 74
8 45 9 4 7 813 5

para los afios 1, 2 y 3, respectivamente.

Ademds, el primer afio el precio por caja fue de 60,
30y 40, para el chocolate blanco, amargo y semiamargo,
respectivamente. El segundo afio sufrié un incremento
del 10%, pero el precio del tercer afio fue el mismo que
el del segundo. Los nifios vendieron cada chocolate al
mismo precio los dos primeros afios, es decir, en 4, 3 y
3, para cada pieza de chocolate blanco, amargo y semia-
margo, respectivamente.

i) (Cuantas cajas de cada tipo de chocolate ven-
di6 en total cada uno de ellos en los tres afios?

ii) ¢Cuadl fue la ganancia de cada uno de ellos en
cada uno de los primeros dos afios?

iii) Si el tercer afio las ganancias de Mang, Caroli-
na, Dulce y Benjamin fueron de $606, $459,
$459 y $771, respectivamente, ;cudl fue el pre-
cio de cada pieza de chocolote de cada tipo?
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CAPIiTULO

Inversas
y determinantes

CODIFICACION DE MENSAJES

Un mensaje secreto puede codificarse usando un cédigo y una
matriz que realice la codificacién del mensaje. Una forma es
asignar un niimero a cada una de las letras del alfabeto y a ca-
racteres de puntuacién; por ejemplo:

Al |G |7 |M |13 |S 19 Y 25
B|2|H |8 |N 4 | T 20 z 26
C |3 |1 9 | O 15 | U 21 ? 27
D|4 |J |10 |P 16 | V 22 , 28
E |5 |K |1l | Q 17 | W 23 | espacio 29
F|6 |L |12 |R 18 | X 24 . 30

Una matriz de codificacién puede ser:

351
C=1120
223

Para codificar el mensaje “ESTUDIA'Y APRENDE”.
Se debe cambiar cada cardcter por su cddigo numérico,
con lo que obtenemos la siguiente secuencia:

5192021 4912925291 16 18 514 45 30

Ahora, como la matriz de codificacién es 3 X 3, dividimos la
secuencia en grupos de tres, en este ejemplo son 6 grupos, con
lo cual formamos la siguiente matriz de 3 X 6:

521 129 18 4
M=|19 429 1 5 5

20 9 25 16 14 30

Para encriptar el mensaje basta con multiplicar la matriz de co-
dificacion, C, por la matriz del mensaje, M. Multiplicando es-
tas matrices, como se estudi6 en el capitulo anterior, obtene-
mos la siguiente matriz del mensaje encriptado:!

130 92 173 108 93 67
CM=| 43 29 59 31 28 14
108 77 135 108 88 108

Lo que uno recibirfa serfa esta matriz de 3 X 6. ;Cémo pode-
mos recuperar el mensaje original?

En este capitulo, se estudiard, entre otras cosas, una opera-
cién que nos servird para descifrar el mensaje.

1'Si el dltimo grupo no tiene tres nimeros, se puede completar con uno o dos cédigos del espacio. El
mensaje se codifica por columnas de izquierda a derecha.

TEMARIO

9-1 LA INVERSA DE UNA MATRIZ

9-2 ANALISIS INSUMO-PRODUCTO
9-3 CADENAS DE MARKOV (OPCIONAL)

9-4 DETERMINANTES

9-5 INVERSAS POR DETERMINANTES
REPASO DEL CAPITULO

354



H 9-1

@ 1. Demuestre que

B

. es una inversa de
3 4

R

A

LA INVERSA DE UNA MATRIZ

DEFINICION Sea A una matriz cuadrada n X n. Entonces, una matriz B se dice
que es una inversa de A si satisface las dos ecuaciones matriciales

AB=1 y BA=I

en donde I es la matriz identidad de tamafio n X n. En otras palabras, el producto
de las matrices A y B en cualquier orden da la matriz identidad.

Es claro por la definicién que B debe ser una matriz cuadrada del mismo ta-
mafio que A; de otra manera uno o ambos de los productos AB o BA no estarian de-
finidos.

1 } : [1 2}
| |esunainversade A =
2

EJEMPLO 1 Muestra que B = {_ .

S]] )

Solucion Con el objetivo de probar que B es una inversa de A, todo 1o que necesi-
tamos probar es que AB = Iy que BA = L

12—
AB = o
13 4 > T2

(=) +2) I +2-p | _[1 O] _,
13(=2) +4(3) 3D +4(—D |

[ —2 1 1 2
BA=| 3 —1]:& 4]
2 2

_| 20 +10) —nm+u@}{1o]zl
=13 3@ -3@] |o 1

Por consiguiente, B es una inversa de A. @ 1

No toda matriz cuadrada tiene una inversa. Esto se ilustra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Determine una inversa de la matriz A, si tal inversa existe, en el caso

de que
1 2
A=
B

Solucion Sea B una inversa de A. Si B existe, es una matriz cuadrada del mismo
tamafio que A y debe ser de la forma

o
B =

c d
en donde a, b, ¢ y d son elementos especificos.
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@ 2. Como en el ejemplo 2,
4 -6
demuestre que A = [7 2 3} no

tiene una inversa.

356 cApPiTULO 9

Ahora la ecuacion AB = I implica que

R

b+2d|_[1 0
2+4d| |0 1

Por consiguiente, comparando los elementos de estas matrices, encontramos

o bien,

a+ 2c¢
2a + 4c

que

a+ 2c¢
2a + 4c¢

1 b+2d=0
0 y 2b+4d=1

Estos sistemas de ecuaciones son inconsistentes, como advertimos, si dividimos las
dos ecuaciones de abajo entre 2. En consecuencia, estos sistemas no tienen solucion,
de modo que no existe una matriz B que satisfaga la condiciéon AB = 1. Asi que A
no tiene una inversa. @ 2

DEFINICION Se dice que una matriz A es invertible o no singular si tiene una in-
versa. Si A no tiene una inversa, se dice que es una matriz singular.

Puede probarse que la inversa de cualquier matriz no singular es dnica. Esto
es, si A tiene alguna inversa, ésta es tinica. Debido a esto, denotamos la inversa de
A por A~! (Iéase A inversa). Asi, tenemos las dos ecuaciones

AA'=1 y ATA=I

Regresemos ahora al problema de encontrar la inversa de una matriz no sin-
gular. Como ejemplo, supongamos que deseamos determinar la inversa de

|1 3
St
Denotemos con
_|la b
v=[c ]
ala inversa de A. Se sigue que B debe satisfacer las dos ecuaciones
AB=1 y BA=I

La ecuacién matricial AB = I, cuando se escribe por completo, es

sl df=lo

INVERSAS Y DETERMINANTES




@ 3. Encuentre la sucesién de
operaciones por renglén que se
necesita para reducir cada una de
las matrices aumentadas en (2).

Respuesta La misma sucesion

funciona para ambas matrices:

R

2

— 2R

L

R

2

R

1

- 3R,

o bien,
[a+% b+w]:F 0]
2a +5¢  2b+ 5d 0 1
Por consiguiente,
a+3=1 b+3d=0

2a+5¢=0 y 2b+5d=1 @))

Obsérvese que las dos ecuaciones de la izquierda forman un sistema de ecua-
ciones en las incdgnitas a y ¢, mientras que las dos ecuaciones de la derecha forman
un sistema en las incoégnitas b y d. Para resolver estos dos sistemas de ecuaciones,
debemos transformar las correspondientes matrices aumentadas

RN

a sus formas reducidas. El lector puede verificar que estas formas reducidas son, res-

pectivamente,
1 0] -5 1 0 3
[01‘2}yb J—J -3

Asipues,a = —5, ¢ =2,b =3yd= —1. En consecuencia, la matriz B que satis-
face la ecuacion AB = I es

n-le -7 2

Es fécil verificar ahora que esta matriz B también satisface la ecuaciéon BA =
L.* Por tanto, B es la inversa de A, y podemos escribir

SRl
2 -1

En este ejemplo, para encontrar la inversa, resolvimos los dos sistemas de la
ecuacion (1) reduciendo sus matrices aumentadas [ecuacién (2)]. Ahora puede ob-
servarse que los dos sistemas que aparecen en la ecuacién (1) tienen la misma ma-
triz de coeficientes A, de modo que es posible reducir ambas matrices aumentadas
en el mismo célculo puesto que ambas requieren la misma sucesion de operaciones
entre renglones. El procedimiento que podemos usar con la finalidad de lograr esta
reduccion simultdnea es escribir la matriz de coeficientes A, dibujar una linea ver-
tical y escribir las constantes que aparecen en los lados derechos de los sistemas de
la ecuacién (1) en dos columnas, como se aprecia a continuacion.

1 311 0
3

2 5|10 1
Enseguida efectuamos operaciones entre renglones de manera ordinaria, con el pro-
posito de reducir el lado izquierdo de esta matriz aumentada a una matriz identidad.

* Puede comprobarse (si bien la demostracién es un poco dificil) que si cualesquiera de las dos condicio-
nes AB = I o BA = I se cumple, la otra también se satisface. Por eso s6lo necesitamos usar una de las
dos condiciones para determinar B.
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Puede observarse que los elementos a la derecha de la linea vertical en la ma-
triz aumentada (3) forman una matriz identidad 2 X 2. Por ello, esta matriz aumen-
tada puede abreviarse como A | I. Si transformamos A | I a su forma reducida, al
mismo tiempo reduciremos las dos matrices aumentadas que aparecen en la ecua-
cion (2) y, por tanto, resolveremos los dos sistemas lineales que se advierten en la
ecuacion (1) ala vez.

En este ejemplo, A | I se reduce por la sucesion siguiente de operaciones en-
tre renglones.

_| 1 3110 R. — 2R 1 3‘ 1 0
A|I[25‘01} ES [o— -2 1

1 3]1 0
— 5 o 1]2 -1
R, - 3R, 10‘—5 3
s 0 1 2 -1

Esta es la matriz reducida requerida, puesto que tienen una matriz identidad a
la izquierda de la linea vertical. Los elementos a la derecha de esta linea son las so-
luciones de los dos sistemas dados por la ecuacién (1); en otras palabras, forman la

matriz
a b _| -5 3
c d 2 -1

Pero esta matriz es la inversa de A. Por tanto, concluimos que en la forma re-
ducida de la matriz aumentada A | I, la inversa de A aparece a la derecha de la linea
vertical. Resumiendo: Sea A una matriz cuadrada invertible de tamaiio n X n, y
sea I la matriz identidad del mismo tamaiio. Entonces, la forma reducida de A | Tes
1A

EJEMPLO 3 Encuentre A~!, dada

1 2 3
A=|2 5 7
37 8
Soluciéon
123 1100|R—2R [1 2 3 1 0 0
All=[2 5 7 |01 0|[&B=3R |o1 1] -210
378 100 1 > lo 1 - -3 0 1
R—2R, [1 o0 1 5 -2 0|
R, — R, 01 1| -2 10
s
o0 -2 | -1 -1 1
(1 0 1 5 -2 0|
—1R, 01 1| -2 1 0
—_— 1 1 1
0 1 T

INVERSAS Y DETERMINANTES



@ 4. Encuentre A1, si

9 _5 L
5 AT ol I
A:{—4 3] R, — R, 0 1 0 -3 5 5
ol r oy
Esta matriz es la forma reducida I | A=,
Por consiguiente,

R o =5 1

Al=|—3 + 3 |=i]-5 1 1

Lo R

El lector puede verificar que ésta es en realidad la matriz inversa de A comproban-
do las dos ecuaciones

3 4 AATl y ATTA=1 @ 4
Respuesta A~' = [_4 _5}
(Como sabemos si una matriz A es invertible o no? Si aplicamos el procedi-

miento de transformar A | I a su forma reducida y si en cualquier etapa encontramos

que cualquiera de los renglones a la izquierda de la linea vertical sélo consta de ce-

ros, entonces puede probarse que A~! no existe.

EJEMPLO 4 Determine A~! si existe, dada

1 2 3
A=|2 5 7
3 7 10
Solucién
12 3100 RBR=2R |1 23, 100
AlI=|2 5 7]/0 1 0 RR=3R, o 1 1|-210
37 1010 0 1 0O 1 1]-3 01
@ 5. Encuentre A1, si existe, si
_ 1 23 1 0 0
1 -2 -1 RR=R 1o 1 1]-2 10
o A=| 0 2 1 — Lloool-1 -11
| —1 1 0
(1 4 7 Dado que el tercer renglén a la izquierda de la linea vertical s6lo consta de ceros, la
by A=|2 5 8} reduccién no puede completarse. Debemos concluir que A~! no existe y que A es
|3 6 9 una matriz singular. (Véase también el ejemplo 4 de la seccién 9-5). @ 5

Las inversas de matrices tienen muchos usos, uno de los cuales estd en la so-
lucion de sistemas de ecuaciones. En la seccion 8-3, resolvimos sistemas de ecua-
ciones lineales transformando la matriz aumentada a su forma reducida. En el caso

[ | ! O} en que tengamos n ecuaciones con n variables, también podemos resolver el siste-
a) A7l =

Respuesta

ma encontrando la inversa de la matriz de coeficientes.

Un sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial como AX = B.
Si la matriz de coeficientes A es invertible, existe A~!. Multiplicando por la izquier-
b) A~!no existe. da ambos lados de la ecuacién matricial dada por A~!, obtenemos
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360 cAPITULO 9

A-I(AX) = A 'B.

Usando la propiedad asociativa y simplificando, podemos escribir esto de la mane-
ra siguiente:

(A-'A)X = A~ 'B
IX=A'B
X=A'B

Asi, hemos obtenido una expresién que proporciona la solucién X del sistema de
ecuaciones dado.

EJEMPLO 5 Resuelva el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x+2y+3z=3
2x + 5y +7z=16
3x+7y+8=5

Solucién El sistema de ecuaciones considerado en forma matricial es
AX =B 4)

en donde
1 2 3 X 3
A=12 5 7|, X=]|y y B=1]6
3 7 8 b4 5

Asi que A~! (como se encontré en el ejemplo 3) estd dada por

9 -5
All=31-5 1
(S

Se sigue que la solucién de la ecuacion (4) estd dada por

X=AB=3[-5 1 1]|6
1 1 —-1dL5s

27-30+5 2 1
=3 -15+ 6+5 |=3| 4|=]| 2
3+ 6-—5 4 2
Esto es,
X 1
y|=| -2
Z 2
Por consiguientex = 1,y = —2yz =2

INVERSAS Y DETERMINANTES



@ 6. Resuelva el ejemplo 6 si A primera vista, pareceria que este método de resolver un sistema de ecuaciones
0 1 1 es mucho menos conveniente que el método mas simple de reduccién de renglones
2 -1 descrito en la seccién 8-3. La ventaja de usar la matriz